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kartesisches Produkt: A x B := {(a1,b1), (az,b1), (a1,b2), (az,b2)} mit a; € A,b; € B,i € N
Potenzmenge (Menge aller Teilmengen): 24
Vektorraume: Eine Menge V mit einer Abbildung + : V' xV — V und einer Abbildung - : RxV — V

heilit Vektorraum, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

1. Vu,v,w €V :(u4+v)+w=u+ (v+ w) Assoziativitit
2. Vu,veV :iu+v=v+u Kommutativitit
. N der Addition
3. 0eV:0+v=w neutrales Element
4. YoeV:3(—v)eV v+ (—v)=0 inverses Element
5. VA p e RAVY € Vi (Ap)v = AM(uv) Assoziativitit

6. VA p e RAVW € Vi (A4 p)v = v+ o

} Distributivgesetze der Multiplikation
7. VAERAVu,v €V : AMu+v) = Au+ I

8 YweV:lv=w neutrales Element

Untervektorraum: Sei (V, +, -) ein Vektorraum. Eine nichtleere Teilmenge U C V heifit ein Untervektorraum, wenn
Vu,v EUAVAER: v4+u€Uund A-v €U sind. (= U ist abgeschlossen beziiglich Addition und Multiplikation.)
Durchschnitt: A B :={z|z € A,z € B}
Schnittmenge: m M :={z|VM eM:z e M}

MeM
Vereinigung: A|J B := {z|(x € A) V (z € B)}
Vereinigungsmenge: U M :={z|3M e M : z € M}

MeM

disjunkte Mengen: A(\B =0

k
Lineare Hiille (die Linearkombination aller Elemente der Teilmenge): span(A) = {Z Xiailk € N\ € Ra; € A}
i=1
k
eine Linearkombination heifit trivial g.d.w.: Z A;a; = 0 nur fur V; = 0 erfiillt ist.
i=1
Fiir den Vektorraum (V,+,-) und A CV (A # 0) gilt:
k
A ist linear unabhéngig, falls VA; € R,-3\; #0:Va; € A: Z Nia; = 0.

i=1
k

A ist linear abhéngig, wenn VA; € R,3\; A0 :Va; € A: Z \a; = 0.

i=1

Basis-Menge: Es sei (V,+,-) ein nichttrivialer Vektorraum. Die Menge A C V heifit Basis-Menge
falls sie: - linear unabhéangig ist

- span(A) =V gilt.
Die Basis des trivialen Vektorraums sei (.

Ein Vektorraum (V,+,-) heifit endlich erzeugt, falls es eine endliche Menge A C V gibt, so dass span(A4) = V. Ist
V endlich erzeugt, so heifit die Anzahl der Elemente seiner Basis Dimension; diese ist fiir jeden endlich erzeugten

Vektorraum eindeutig.
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Austauschsatz von Steinitz:
Sei B = {vy,...,v,} eine Basis im Vektorraum (V,+,-) und A = {wy,...,w;} eine linear unabhingige Menge mit

v, w; € V. Dann gilt:
e k<n,

e es gibt (paarweise verschiedene) iy, ...,i; € {1,...,n}, so dass der Austausch von allen v;; gegen w; wieder eine

Basis von V liefert.

Jede linear unabhéngige Teilmenge eines endlich erzeugten Vektorraums (V) +,-) ldsst sich zu einer Basis von V' er-

ganzen.

VE,F eV :E+F ={e+ fle€ EANf € F} mit allen méglichen Summen e + f. Ist V endlich erzeugt, so gilt:
dlm(E —+ F) = dlm(E) + dlm(F) — dlm(E n F) (Dimensionssatz).

—

Koordinatenvektor: B := (91, ..., U,,) sei ein Basis-Tupel im Vektorraum (V,+,-), @ € V. Der Koordinatenvektor des

A1
Vektors w in dieser Basis ist das n-Tupel von Skalaren : € R™, so dass \1U1 + Aot + ... + A0, = W.
)\n Al
Die Abbildung Cp : V — R"™ mit Cp(A10] + ... + A\p¥p) = heifit Koordinatenabbildung.

An

Es seien (V1,4+,-) und (Va,+, ) zwei Vektorrdume; eine Abbildung f : V3 — V5 heifit linear, falls fiir alle Vektoren
u,v € R und fiir jedes A € R gilt:

o flutv) = flu)+ f(0)
o f(hu)=Af(u).

(v1, ..., vp) sei eine Basis in (V,+,-); dann ist die Koordinatenabbildung C' : V' — R", die den Vektor ¢ auf seinen
T
Koordinatenvektor : abbildet, linear!

Tn

injektiv: V1,20 € X @ (z1 # z2 = f(21) # f(22)) V (f(z1) = fx2) = 21 = 22)
surjektiv: f(X)=Y &eVyeY:TzeX: f(z)=y
bijektiv: f ist injektiv und surjektiv.

Das Bild einer Funktion ist die Menge aller Funktionsbilder der Funktion.

Das Urbild eines Elements b der Zielmenge ist die Menge aller Elemente des Definitionsbereichs, deren Bild b ergibt.
Der Kern von f ist: Kerng := Urbild;({0}) := {v € V|f(v) = 0}.

Ist f linear, so gilt: Kerny = {0} < f ist injektiv.

Die Verkettung (Komposition, Superposition, Hintereinanderausfithrung) zweier Abbildungen f : A — B und
g:B—=Cist:gof:=g(f(x)).

Ids:A— A:Ida(a) =a Va € A heifit identische Abbildung (oder Identitét).

Sei f: A — B, dann heifit g : B — A eine links- (rechts-)inverse Abbildung zu f, falls go f = Ida (f o g = Idp).
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Fiir f: A— B mit A # () gilt:
o f ist injektiv < f hat eine Linksinverse;

e f ist surjektiv < f hat eine Rechtsinverse.

Sei f: A — B, dann gilt: f ist bijektiv < dg: B — A, sodass go f = Ids und f o g = Idp; g ist eindeutig!

Monomorphismus | injektiv

Epimorphismus | surjektiv

Seien (V,+,-) und (U, +, -) Vektorrdume. Eine lineare Abbildung f : V — U heifit:
Isomorphismus bijektiv

Endomorphismus | V =U

Sei f: V — U ein Isomorphismus, dann ist auch die Inverse f~! : U — V ein Isomorphismus.

Hauptsatz der linearen Algebra: Zwei endlichdimensionale Vektorrdume sind genau dann isomorph, wenn sie

gleiChe Dimension haben. Oder: Jeder Vektorraum der Dimension n ist zu R™ isomorph.
Seien (V,+,-) und (U, +,-) n-dimensionale Vektorraume und (v1,...,v,) Basis-Tupel von V und (uq,...,u,) mit
Up, ..., U, € U. Dann gilt: Es existiert genau eine lineare Abbildung f: V — U, so dass f(v;) =u; Vi=1,...,n.

1. Dimensionsformel: Sei f:V — U eine lineare Abbildung, dann gilt:

a) Bildy ist ein Untervektorraum von U,
b) Kerny ist ein Untervektorraum von V,

c) ist V endlichdimensional, so gilt: dim(V') = dim(Bildy) + dim(Kerny).

Ist f:V — V ein Endomorphismus mit einem endlichdimensionalen Vektorraum V', dann gilt:

f ist surjektiv < f ist injektiv.

Seien m,n € N, so ist eine (m x n)-Matrix eine Abbildung A : {1,...,m} x {1,...,n} — R. Das Bild von (¢,j) €
{1,...,m} x {1,...,n} ist dabei das, was im Schema an der ij-ten Stelle steht.

a1,1 ai,2 ays a1,n
a1 a22 423 a2 n . .

A = . . . ) . mit m Zeilen und n Spalten.
am,l am,2 am,3 tee am,n

Eine (m x n)-Matrix A definiert eine Abbildung f4 : R™ — R™; sie heifit Multiplikation (fa(v) = A -v):

n
Zal,i i
1 1121 +a12T2 4+ a1, Ty i—1 .
fa = _ i
T am,1 T1 =+ Q2 T2 + o+ Amn T, Z P
=1

Multiplikation von Matrizen und Vektoren ist eine lineare Abbildung. Und jede lineare Abbildung von R™ nach R™

ist die Multiplikation mit derjenigen Matrix, deren i-te Spalte das Bild von e; ist (wobei e; der i-te Vektor in der
Standardbasis von R™ ist).
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Seien f: A— B, g: B— C, h: C — D Abbildungen. Dann gilt: ho (go f) = (hog)o f.
Sind f: A— B, g: B— C bijektiv, so ist auch go f : A — C bijektiv.
Sind f: A— B, g: B — C lineare Abbildungen, so ist auch go f : A — C eine lineare Abbildung.

Seien fa : R™ — Rk, fp : R® — R™ die Multiplikation mit einer (k x m)-Matrix A, bzw. (m x n)-Matrix B, dann
heiit die (k x n)-Matrix von f4 o fp : R* — R* das Produkt von A und B und wird mit AB bezeichnet:

m m
E a1,ibi,1 cee E al,ibi,n
i=1 i=1

i1 G@r2 - Qim b1,1 bl,n

b b m m

ak1 Qg2 - Ak m m,1 " m,n

' E ak,ibi,l cee E ak,ibi,n
i=1 i=1

Merkregel:
Auf dem (i,j)-ten Platz des Produktes der (k x m)-Matrix A und der (m x n)-Matrix B steht das Skalarprodukt der
i-ten Zeile der Matrix A mit der j-ten Spalte der Matrix B.

Die Multiplikation von Matrizen ist assoziativ: (AB)C = A(BC). (sofern definiert).

Seien A,B (m x mn)-Matrizen iiber R. Die Abbildung f : R® — R™, f(v) := Av + Bu ist linear. Die Matrix dieser
Abbildung heift Summe von Matrizen und wird mit A + B bezeichnet;:

ai1 vt G1igp bii o big a1+big - arpt+bin

am,1 *°° Ommn bm,l ce bm,n Am,1 + bm,l R ¢ o bm,n

Sei A eine (m x n)-Matrix , A € R. Die Abbildung f : R — R™, f(v) := Afa(v) := A(Av) ist linear. Die Matrix dieser
Abbildung heifit das A-fache von A und wird AA bezeichnet:

ain o Gip Arayy o0 Araig

Q1 e Gm,n A am,l T A Gm,n

Die Menge der (m x n)-Matrizen wird mit Mat(m,n) bezeichnet. Die Standard-Basis darin bilden die Matrizen B; ;,

deren Eintrége bis auf eine 1 an der Stelle (4, ) alle 0 sind.

(n x n)-Matrizen heilen quadratisch. Die entsprechenden linearen Abbildungen sind Endomorphismen des R"™
(fa : R™ = R™). Das Produkt zweier (n x n)-Matrizen ist auch eine (n x n)-Matrix. ro - 0

01 - 0
Eine (n x n)-Matrix B heifit inverse Matrix zu einer (n x n)-Matrix A, wenn B - A = Id =

Existiert eine Inverse, so heifit die Matrix invertierbar oder nichtausgeartet. 00 --- 1

Sei A € Mat(n,n), dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. A ist nichtausgeartet,
2. die Abbildung f4 : R™ — R" ist ein Isomorphismus,

3. die Spalten von A sind linear unabhéngig.
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Sind A, B nichtausgeartet, so ist auch A - B nichtausgeartet (iterativ auch fiir mehr beweisbar).
Auch A~ ist dann nichtausgeartet und auerdem eindeutig.
Ein lineares Gleichungssystem A -x = b mit A € Mat(n,n), z,b € R™ ist genau dann nichtausgeartet, wenn das
System von Gleichungen eindeutig losbar ist (z = 4~ 'p).
a1 o Aln b1
heifit erweiterte Koeffizientenmatrix mit A.., € Mat(m,n + 1),

Aerw:
A€ Mat(m,n), x e R*, b€ R™ und A -z =b.

am,1 " Am,n bm

Kerny # {0} < die Spaltenvektoren von A sind linear abhéngig.

Elementarmatrizen (in Mat(n,n)):
TypL: AX€eRundi#j: E{\J = Id+ A\B; ;.
Fiir 7 # j addiert die Multiplikation von links mit El)‘] zur i-ten Zeile das M-fache der j-ten Zeile.
Es gilt: (E))™' = E; .
Typ II: i€ {l,...,n} und XA # 0: E} .= Id+ (A —1)B; ;.
Multiplikation von links mit E} multipliziert die i-te Zeile mit .
Bs gilt: (E))~! = 7.
Typ II: 4,5 € {1,....,n}: E; ; :=Id— B;; — Bj ; + B; ; + B, ;.
Multiplikation von links mit £; ; vertauscht die i-te und die j-te Zeile.
Es gilt: (E; ;)™ = E; ;.

Jede Elementarmatrix ist nichtausgeartet. Ihre Inverse ist auch eine Elementarmatrix.
Jede nichtausgeartete (n x n)-Matrix ist das Produkt von endlich vielen Elementarmatrizen.
Gauss-Jordan-Verfahren: ( A Id ) = ( Id A1 )

Determinante:
Eine Abbildung det : Mat(n,n) — R heifit Determinantenabbildung, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt
sind:

e D1: Eine Determinante ist linear in jeder Zeile, d.h.:

[a1] [a1] [a1] [a1] [a1]
det | [l t ] | —det| [ | cdet| wnd  det | Afa] | = det | fad
[an] [an] [an] [an] [an]

e D2: Eine Determinante ist alternierend, d.h. stimmen zwei Zeilen der Matrix iiberein, so ist det(A) = 0.
e D3: Eine Determinante ist normiert, d.h. det(Id) = 1.

Daraus folgt fiir det : Mat(n,n) — R eine Determinantenabbildung und A € R, A, B € Mat(n,n):
e D4: Ist eine Zeile von A gleich 0, so ist det(A) = 0.

e D5: Entsteht B aus A durch Vertauschung zweier Zeilen, so ist det(B) = — det(A).

e D6: Entsteht B aus A durch Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen, so ist det(B) = det(A).

Sind die Zeilen von A € Mat(n,n) linear abhéngig, so ist det(A4) = 0.
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det(Eij) =-1
det(Ei)‘j) =1
A ist ausgeartet < det(A) = 0. det(E>) = A
Die Determinantenabbildung ist eindeutig! A, B € Mat(n,n); dann ist det(AB) = det(A) det(B).
e D7: Laplace-Spaltenentwicklung: det(A) = Z(—l)”jaij det(AfjtT) (fir A € Mat(n,n))

wobei A € Mat(n,n), Afj”’ € Mat(n — 1,n — 1) die Matrix Azgﬁne die i-te Zeile und j-te Spalte ist und j € {1,...,n}
vorher gewahlt wird.

Regel von Sarrus: det(3 x 3 — Matrix) ist die Summe der Produkte der Diagonalenelemente minus die Summe der
Produkte der Antidiagonalenelemente;

det(2 x 2 — Matrix) ist die Summe der Hauptdiagonalenelemente minus die Summe der Antidiagonalelemente.

ai1 0 Ain
Sei A = : : € Mat(m,n);
Am,1 " Gm,n a1 . Am,1
die Matrix A" = € Mat(n,m) heiit transponierte Matrix von A.
[T Am,n
Sei A eine (n x n)-Matrix, dann gilt: det(A4) = det(A?). (A=A
Daraus folgt: D1 - D7 gelten auch fiir die Spalten einer quadratischen Matrix!
n
Insbesondere (Laplace-Zeilenentwicklungssatz): det(A) = Z(—l)jHaJi det(Afi”) (fir A € Mat(n,n)).
i=1
aiq * * . *
0 a2 e *
n
Sei A = 0 0o . * eine obere Dreiecksmatrix. Dann gilt: det(A) = H @ij-
i=1
n-1n-1 % Gleiches gilt fiir untere Dreiecksmatrizen, da man
0 U 0 Qn,n durch Transponieren wieder eine obere Dreiecksmatrix

erhédlt und die Determinanten gleich sind.
Sei (a1, ..., an) ein n-Tupel von Vektoren (ay, ...,a, € R™), dann gilt:

(a1, ..., ap) ist linear unabhéngig < det(a; as ... a,) #0 .

Cramersche Regel: A € Mat(n,n) sei nichtausgeartet, b, x € R™; dann gilt fiir die Losung des linearen Gleichungs-

systems Az = b folgendes:

a1 coc arg-1r bioaigpr ccc aig
det :
an,1 T an,jfl bn an,jJrl T An . n
T =
/ det(A)

Sei A € Mat(n,n); die Matrix, deren (i, j)-ter Eintrag gleich (—1)"*7 det(A%!") ist, heit adjunkte Matrix (oder
Komatrix) von A und wird mit C'o(A) bezeichnet.
Um die adjunkte Matrix zu erhalten, ersetzt man zuerst den (i, j)-ten Eintrag mit (—1)"*J det(Afj”) und transponiert

danach noch.

= Leibnitz-Laplace-Cramer-Formel fiir die inverse Matrix: A7l = m Co(A)
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Sei f:V = U (VeR" U € R™) eine lineare Abbildung und By, By Basis-Tupel RP---------- S Rm
in V, U. Dann ist C'z, o fo(Cp, )~ ! eine lineare Abbildung von R™ nach R™. Thre
Matrix heifit darstellende Matrix der Abbildung f beziiglich der Basen

By, By. (Cpy) " Cp,
Seien By = {vi,...,v,} und By = {uy,...,u,} Basistupel in V, U; dann

ist (Cp,) '(e;) = wv; und somit Cp, o fo(Cp,) t(e;)=Cg,(f(v;)) der

Koordinatenvektor von f(v;) in der Basis By . v f v

Also: Die i-te Spalte der darstellenden Matrix ist der Koordinatenvektor von f(v;) in der Basis By (und héngt somit
von der Wahl der Basen ab).

Z1
Sei V' eine Basis in R”, B eine Basis in R™ und « € V mit den Koordinaten ; dann gilt: Die Koordinaten von
b T
b, in V sind: (b;)1<i<n = : . Daraus ergibt sich fiir x € V nach B die Transformations- oder
by bl bl
Ubergangsmatrix: T = mit 7! wohldefiniert.
oo b

Und umgekehrt sind die Koordinaten von z in B: T~ 'a.

Sei f: V — U eine lineare Abbildung, dim(V') = n, dim(U) = m; dann gilt: Es gibt eine Basis By in V und By in U,

sodass die Matrix der Abbildung die Form ( I(ik: gi’z ) beziiglich dieser Basen hat.
air 0 Qin
Sei A = € Mat(m,n). Der Rang (Bezeichnugn: rk) ist die Dimension von
Am1 - Omn ail A1n
span : s : in R™.
am1 Amn

rk(A) = dim(Bildy, ).

Seien B € Mat(m,m), C € Mat(n,n) nichtausgeartet und A € Mat(m,n), dann gilt: rk(BA) = rk(A) = rk(AC)

VA. = Elementare Zeilen- und Spaltenumformungen éndern den Rang einer Matrix nicht.

Id 0
Daher kann man zur Berechnung des Rangs jede Matrix auf die Form ( 0 hk Ok’p ) bringen; k ist der Rang dieser
Matrix. r,k r,p

rk(A) = rk(A?) und die Anzahl linear unabhéingiger Spalten einer Matrix ist gleich der Anzahl linear unabhéingiger

Zeilen der Matrix.
Untermatrix: Sei A € Mat(m,n), i1 < iz < ... <ip €{1,...;m}, j1 < j2 < ... < jnr € {1,...on}, m' <m, n’ <mn;
dann ist die zu 41, ..., %m, 1, .-, jnr Zugeordnete Untermatrix von A die (m’ x n’)-Matrix, deren (p,q)-Eintrag gleich

aip Ja ist.

Der Rang einer Matrix ist gleich der hochsten Dimension einer quadratischen, nichtausgearteten Untermatrix.
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Fiir das lineare Gleichungssystem Ax = b, A € Mat(m,n), z € R, b € R™ gilt:

a) Losbarkeitskriterium: 3z € R™ : Az = b <= rk(A) = rk((A,b)), (wobei (A,b) die um b erweiterte Matrix von A ist).

b) Menge der Losung: L={ z+v ,« eine Losung, v € Kerny, }.

(rk(A) = rk((A, b)) < b ist eine Linearkombination der Spalten von A.)
Zwei Matrizen A, A’ € Mat(n,n) heilen dhnlich, falls es ein nichtausgeartetes B € Mat(n,n) gibt, so dass
A" = B 1AB.

Ein Polynom mit Koeflizienten a,y,, ..., ag ist die Funktion P : R — R der Form f(z) = a,,2™ + ... + ag. Der Grad ist

der hochste Exponent, fiir den a,, des Monoms a,,z™ nicht Null ist. Dieser Koeffizient heifit Leitkoeffizient.

Sei A eine (n x n)-Matrix. Das charakteristische Polynom der Matrix A ist das Polynom y4 = det(A —t¢- Id); mit
XA = nt™ +an 1"+ ... +ag, a, Z0und a, = (1), an_1 = (=1)" (a11 + a2 + ... + any), ap = det(A).
Sind A und A’ dhnlich, so sind deren charakteristischen Polynome gleich (N4 = Ng4/). (Die Umkehrung gilt nicht!)

Sei A eine (n x n)-Matrix. tr(A) = a1 + agg + ... + apny heift Spur (trace) von A.

= Ahnliche Matrizen haben gleiche Spuren und Determinanten.

Essei f: V — V ein Endomorphismus. A € R heifit Eigenwert, falls es ein v € V', v # 0 gibt, so dass f(v) = A-v. Ist
A ein Eigenwert, so heiit die Menge Eigy = {v € V, f(v) = Av} der Eigenraum zum Eigenwert \. Ein Eigenvektor

ist ein Element von Eigy, welches # 0 ist .
(& f:= fa, dann: Figy = Kerna_j 14)

Es gilt: A ist Eigenwert von f < X ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms.

Zum Finden der Eigenwerte, Eigenvektoren und der Eigenrdume:
1. Charakteristisches Polynom konstruieren und Nullstellen bestimmen,
2. fiir jeden Eigenwert \; den Kerna_y, ra = Eigy, finden [(A — N Id)x = 0 lésen] .

Seien vy, ...,v,, € V Eigenvektoren von f zu den paarweise verschiedenen Aq, ..., \,, € R; dann sind vy, ..., v, linear
unabhéngig.

Ist n = dim(V'), so hat jeder Endomorphismus f : V' — V hochstens n paarweise verschiedene Eigenwerte.

Ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen V' heifit genau dann diagonalisierbar, falls seine Matrix in einer
Basis Diagonalgestalt hat.

Eine quadratische Matrix A heifit diagonalisierbar, falls deren Endomorphismus f4 diagonalisierbar ist (<= A zu einer

diagonalisierbaren Matrix dhnlich ist).

f ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis gibt, s.d. jeder Basisvektor ein Eigenvektor ist. (Es gilt: 1. die
darstellende Matrix in dieser Basis ist diagonal und 2. auf dem (¢, 7)-Platz der Matrix steht der Eigenwert des i-ten Basisvektors.)
Das heifit: Ist dim(V) = n und hat der Endomorphismus f : V' — V n paarweise verschiedene Eigenwerte, so ist f

diagonalisierbar.
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Eine Gruppe besteht aus einer nicht leeren Menge G und einer Abbildung - : G X G — G (Multiplikation) mit folgenden

Eigenschaften:
e Gl:a-(b-¢c)=(a-b)-c (Ya,b,ceq). Assoziativitit
e G2: Esgibteinec Gmite-a=a Va€G). neutrales Element

e G3: Fiir jedes a € G gibt esein b € G, s.d. b-a=e . inverses Element

Gilt aulerdem a - b =0 - a, so heiflit die Gruppe eine abel’sche (oder kommutative) Gruppe.

(Jeder Vektorraum (V, +) ist eine abel’sche Gruppe)
Sei G eine Gruppe, dann gilt:
- Es gibt nur ein neutrales Element e € G, s.d. e-a = a : Va € G; auflerdem gilt a = a - e.

- Zu jedem q existiert nur ein b € G, s.d. b- a = e; fiir dieses gilt auch a - b =e.

- (a’l)fl =a, (@-b)'=b"1-a"? Va,beG.

Die Menge M bestehe aus n < co Elementen. Die Gruppe s, = ({f : M — M, f bijektiv}, o) nennt man Gruppe von

Permutationen von M.

1 2
O.B.d.A.ist M ={1,2,...,n}; dann kann man f € s, als 2 x n-Tabelle schreiben: f «— " .
f) f2) . fln)
Komposition von Permutationen: < 123 ) o( 23 ) = ( 123 )
2 3 1 1 3 2 2 1 3

-1
1 2 3 4 2 4 3 1 1 2 3 4
Inverse einer Permutation: Zeilen tauschen, Spalten sortieren. = = .
2 4 3 1 1 2 3 4 4 1 3 2

Gleichungen der Form = - g = f, (f,g € G gegeben, x gesucht) haben als Losung z = f - g~ 1.
(Keine Kommutativitit = i.d.R. z # g~ - f.)

|G| oder #G ist die Anzahl der Elemente in G. |sn| = n!

Sei (G, -) eine Gruppe. Eine Untergruppe von (G, -) ist eine nichtleere Teilmenge G’ C G mit den Eigenschaften:
e Va,be G’ ista-be G (abgeschlossen beziiglich Multiplikation)

e Vae G :3Ja~t €G"  (abgeschlossen beziiglich Invertieren)
Eine Untergruppe ist eine Gruppe beziiglich der induzierten Multiplikation.
Sei (G, -) eine Gruppe und (H, ) eine nichtleere Menge mit einer Multiplikation * : H x H — H. Eine Bijektion

® : G — H heifit ein Isomorphismus, falls fiir alle a,b € G gilt: ®(a-b) = ®(a) * P(b).

Dann ist H auflerdem eine Gruppe.

Eine Relation auf einer Menge A ist eine Teilmenge R von A x A. (z.B.: R = {(a,b) € R x R|a < b}) Steht a in

Relation zu b, so schreibt man: a ~ b.

Eine Relation heiit Aquivalenzrelation wenn sie folgende Eigenschaften erfiillt:

o Reflexivitiat: Vae A:a~a ;

e Symmetrie: Va, b € A gilt: ist a ~ b, so ist auch b ~ a ;

’ GL, ={A € Mat(n,n)|det(A) # 0} ‘

e Transitivitdt: Va,b,c € A gilt: ist a ~bund b ~ ¢, so ist a ~ ¢ .
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Eine Zerlegung einer nichtleeren Menge M ist eine Menge M = {M;, M5, ...} von M mit den Eigenschaften:

(i) U M; =M,
M;eM
(ii) M; "\ My, =0, falls M; # M;, . (Jedes Element von M ist in genau einer Teilmenge enthalten.)

Jede Zerlegung induziert eine Aquivalenzrelation.

Sei R eine Aquivalenzrelation auf M # (J; dann gilt: Vo € M : [z] = {y € M|z ~ y} C M und M = {[z]|z € M}. []

heiBt “Aquivalenzklasse von x” und M ist eine Zerlegung von M.

mod ..
Es sei M = Z,q € N(,q # 0); die Relation a = p = qg-k=a—0b ,k&Z. Sie ist eine Aquivalenzrelation.

mod mod mod
Definiert man die Addition &  auf Z4 wie folgt: [a] e (0] = [a + b]; so ist (Z,, i q) eine abel’sche Gruppe.

Eine Menge K mit zwei Abbildungen + : K x K — K und - : K x K — K (Addition & Multiplikation) ist ein kom-

mutativer Ring, falls:

e R1: (K,+) ist ein abel’sche Gruppe; deren neutrales Element wird mit 0 bezeichnet.
e R2: Die Multiplikation ist assoziativ und kommutativ.
e R3: Es gilt das Distributivgesetz (Va,b,ceK:a-(b+c)=a-b+a-c).
(K, -, +) sei ein kommutativer Ring. Dann gilt Vk € K: k-0 = 0.
Seien a,b € Z. Grofiter gemeinsamer Teiler von a,b (997 (a, b)) ist die grofite Zahl m € N, so dass m a und b teilt.

Seien a,b € Z, (a,b) # (0,0); dann gilt: In,m € Z, s.d. n-a+m-b= ggT(a,b).
Desweiteren gilt: ggT'(a,b) = ggT(a — b, b).

Ein kommutativer Ring heifit ein Korper, falls (K\{0},) eine (automatisch abel’sche) Gruppe ist; wobei 0 das
neutrale Element in (K, +) ist. ((Q,-,+), (R,-,+), (C,-,+) sind Korper.)

mod ¢ mMmodq . .. . . .
(Zq4, - 7, + ) ist genau dann ein Korper, wenn ¢ eine Primzahl ist.

Ein Unterkorper eines Korpers K ist eine nichtleere Teilmenge K’ C K, die abgeschlossen beziiglich Addition, Mul-
tiplikation und Invertieren in (K, +) und (K\{0},-) ist.

Ein Unterkorper ist ein Korper (beziiglich der induzierten Operationen).

Seien (Ky,1,4+1), (Ko, 2, +2) Korper. Eine Bijektion ® : K; — Ky heifit Isomorphismus, falls Va,b € K; gilt:
D(a-1b) =®(a) 2 D) und ®(a+1b) = D(a) +2 P(b) (“® erhilt die Operationen”).

Ein Kérperisomorphismus ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Korper.

Ein Korper (H, -, +) heifit eine Korpererweiterung des Korpers (K, -, +), falls H einen Unterkorper hat, der zu K

isomorph ist.

(Jeder Kérper ist eine Kérpererweiterung von Z, oder von Q.)
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Sei (K, -,+) ein Korper. Eine Menge V' mit Abbildungen +: V xV — V, - : K x V — V heifit Vektorraum iiber K,
falls folgende Eigenschaften erfiillt sind:

I) (u+v)+w=u+@w4+w) IV) YweV:I3—veV:—v+v=0 VI) I (u+v)=A-u+A-v

II) utv=v+u V) (A-p)v=X-(p-v) VII) 1-v=w

III) 0VeV:0+v=w VI) A+p)-v=Av+p-v

(Alle bisherigen Aussagen iiber Vektorrdume sind auf Vektorrdume tiber Korpern tibertragbar, da keine R-spezifischen Eigenschaften verwendet

wurden.)

Zwei endlichdimensionale Vektorrdume iiber einem Korper sind genau dann isomorph, wenn sie gleiche Dimension
haben.

Jedes Polynom iiber C mit Grad(P) > 1 hat mindestens eine Nullstelle.

Jede Matrix tiber C hat mindestens einen Eigenwert und einen Eigenvektor.

Jedes P € C[xz] (Polynom mit komplexen Koeffizienten), P # 0, kann man in lineare Faktoren zerlegen. Diese Zerlegung
ist eindeutig bis auf das Umstellen von Faktoren.

= Jedes Polynom P € Rz], Grad(P) > 0, kann man in Produkte von linearen und quadratischen Fatkoren zerlegen:
P =g192...9m, Grad(gi)ViE{l,...,m} € {]—72}

“Beste” Form einer reellen n x n-Matrix, so dass das charakteristische Polynom n (moglicherweise komplexe) Null-

stellen hat: Sei A € Mat(n,n,R) (C Mat(n,n,C)) eine Matrix, die iiber C n verschiedene Eigenwerte hat. Dann gibt
Ay

es eine Matrix B € GL,(R), so dass die Matrix B"1AB = Block-diagonal-Form hat; wobei jedes
Am

Aj eine 1 x 1-Matrix (A;) oder eine 2 x 2-Matrix der Form ( ;j =B

>, (8 #0) ist und alle Ay, und p; = oy +4 5,
Y

paarweise verschieden sind.

Seien (V, -, +) ein K-Vektorraum, u, u’, v’ v, v, v" beliebige Vektoren aus V und N, A" € K beliebige Skalare. Eine
Bilinearform auf V ist eine Abbildung o : V' x V — K mit den Eigenschaften:
oc(Nu' + N'u" v) = No(u,v) + No(u, v),

o(u, N + XN'0") = No(u,v) + NNo(u,v") . (0(1,0) = o(0,v) = 0)

Symmetrie: Yu,v € V : o(u,v) = o(v,u) .

Seien B = (by,...,b,) eine Basis in V, A € Mat(n,n,K). Dann identifiziert man Mat(n,1,K) mit K", Mat(1,1,K)

1 Y1
mit K, setzt u, v mit den Koordinaten Cp(u) = x = : € K" und Cp(v) =y = : € K" und definiert
Tn Yn
o4:V xV = K wie folgt: . . y
o(u,v) = (Cp(u) ACp(w) =atAy = (o1 . =, )| + - o | € Mat(1,1,K) =K.
QAn,1 e An,n Yn

Die Bilinearform o4 ist symmetrisch <= A" = A (A ist symmetrisch).

Sei B = (b1, ...,b,) eine Basis in einem K-Vektorraum V. Dann gilt: Fiir jede Bilinearform o auf V' gibt es genau ein
A € Mat(n,n), so dass 0 = 0 4.
Ferner gilt: Das Element (¢, j) der Matrix A ist gleich o(b;,b;); diese Matrix A heift Gramsche Matrix oder auch

“Matrix der Bilinearform”.

11
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Sei A die Gramsche Matrix der Bilinearform o4 beziiglich der Basis B. Dann ist A’ = T*AT die Gramsche Matrix
von o4+ beziiglich der Basis B’, wobei T' die Transformationsmatrix von B nach B’ ist.

Ist A symmetrisch, so ist auch A’ = T*AT symmetrisch.

Eine Bilinearform heifit postitiv definit, falls o(u,u) > 0 fiir alle v € R,u # 0. Eine symmetrische positiv definite
Bilinearform heifit ein Skalarprodukt (oder inneres Produkt).

Eine Basis B heifit orthogonal beziiglich einer Bilinearform o, falls fiir alle i # j € {1, ...,n} gilt: o(b;,b;) = 0.
Falls zusétzlich fiir jedes i € {1,...,n} o(b;,b;) = 1 gilt, heifit die Basis orthonormal.

Sei o eine Bilinearform; dann gilt:
1. Ist (by, ..., b,) eine orthogonale Basis, so ist die Gramsche Matrix von o4 diagonal (= symmetrisch).

1 0
2. Ist (by,...,b,) eine orthonormale Basis, so ist die Gramsche Matrix von o4 gleich Id = )
(symmetrisch und positiv definit). 0 1

o sei eine Bilinearform auf einem Vektorraum V' der Dimension n. Es gibt genau dann eine orthonormale Basis, wenn

die Bilinearform ein Skalarprodukt ist.

Gram-Schmidtsches-Orthogonalisierungsverfahren:

k-1

b;

Sei (ay, ..., a,) eine Basis. by = a1 und fiir k > 2: by = ap — Z (W
0\03, 05

bi) konstruiert dann schrittweise eine
orthogonale Basis. i=1
Diese Basis lédsst sich normieren, indem man jeden Basisvektor b; mit

1

\/ O’(bi,bi)

Das heifit: Jedes Skalarprodukt in einem endlichdimensionalen Vektorrarum ist das Standardskalarprodukt in einer

multipliziert.

geeigneten Basis.

Ein Euklidscher Vektorraum ist ein Paar (V, (, )), wobei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und (, ) = o(, )
ein Skalarprodukt ist.

Ist U ein Untervektorraum eines Euklidschen Vektorraums, so ist <U, (, >‘U) ein Euklidscher Vektorraum, wobei

(ur, u2) )y = (u1, ug) ist.

Es sei (V,(, )) ein Euklidscher Vektorraum und B = (b1, ..., b,,) eine orthonormale Basis. Dann gilt: Die Koordinaten
(b, v)

eines beliebigen v € V sind . (Vb; € Basis : (b, u) = 0 = u = 0)
(D

Sei (V, (, )) ein euklidscher Vektorraum. Die Vektoren u,v € V' heilen orthogonal, falls (u,v) = 0.
Ein Vektor v heifit orthogonal zu der nichtleeren Teilmenge M C V, falls v zu allen Vektoren aus M orthogonal ist.

Sei U ein Untervektorraum von V. Fir v € V heifit der Vektor u € U, so dass (v — u) (das Lot) orthogonal zu U ist,
die orthogonale Projektion des Vektors v auf U und wird mit Proj;;(v) bezeichnet.

Sei (V,(,)) ein Euklidscher Vektorraum und U ein Untervektorraum von V. Dann gilt: Fiir jedes v € V existiert

genau eine Projektion uw von v auf U.

12
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Ferner gilt: Fir jedes v’ € U, v/ # wist (v —u/;v —u') > (v —u,v —u).

(Die Projektion des Vektors v auf den Unterraum U existiert, ist eindeutig und minimiert |v — u| fiir u € U.).
Projy (v) = (v,b1)b1 + ... + (v, by )by, wobei B = (by, ..., by,) eine orthonormierte Basis in U ist.
Damit ldsst sich das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren geometrisch wie folgt beschreiben: Fiir k > 2

k—1
4. _ . _ J(biaak) ) b1 br—1 ;
gilt: b, = ar, — Proj pan(far,....ax_1}) (@) = ar — i; <0’(bi,bi)bl>’ da {\/(bl,bﬁ""’ St eine orthonormale

Basis in span ({a1, ..., ar—1}) ist.

Kartesische (descartsche) Koordinatensysteme in der Ebene (bzw. dem Raum) besteht aus zwei (bzw. 3) paarweise orthogonalen
orientierten Geraden, die alle einen gemeinsamen Punkt haben.

Die Koordinaten eines Punkts P sind die vorzeichenbehafteten Abstdnde des Ursprungs zu den Fufpunkten der Lote des Punktes
auf den Geraden. Das Vorzeichen ist “+7, falls das Lot auf der positiven, und “-”, falls das Lot auf der negativen Héalfte der
Geraden liegt.

Dabei gilt: Die Koordinaten eines Punktes in einer beliebigen orthonormalen Basis mit beliebigem Ursprung A haben kartesische
Koordinaten, legt man den Ursprung des Systems in A und macht x- und y-Achse jeweils zu den von u bzw. v aufgespannten

Vektorraumen.

Sei (V,(,)) ein Euklidscher Vektorraum. Fiir jeden Vektor v € V heifit die Zahl \/(v,v) (e » Lidnge von v und wird
mit |v| bezeichnet.
Fiir je zwei Vektoren u # 0, v # 0 heifit die Zahl arccos ( (u,0) ) € [0, 7] der Winkel zwischen u und v.

u]-v]

(& (u,v) = |ul - |v] - cos Z(u, v))
Cauchy-Schwarz-Ungleichung: [{(u, v)| < |uf - |v] Vu,v € (V,(,))) -

Ferner gilt: |(u,v)| = |u| - |v] <= die Vektoren sind linear abhéngig.
Eine Matrix heift orthogonale Matrix, falls O = O~! gilt. Ist A symmetrisch, so gibt es eine orthogonale Matrix

0, so dass O~ AO diagonal ist.

Jede symmetrische (n x n)-Matrix A € Mat(n,n,R) hat mindestens einen reellen Eigenwert.

Im R™ mit dem Standardskalarprodukt sei A € Mat(n, n), dann gilt: A ist orthogonal < Vu,v € R™ :

(Av, Au) = (v, u). (“A erhalt das Skalarprodukt”.)

A € Mat(n,n) ist genau dann orthogonal, wenn das Standardskalarprodukt der i-ten Spalte mit der j-ten Spalte
0,i#]
1 ,0=3

A € Mat(n,n) ist genau dann orthogonal, wenn die Vektoren Aeq, ..., Ae, eine orthonormale Basis beziiglich des

Standardskalarprodukts bilden. 1

ist.

Ist A symmetrisch, so gibt es eine . 1
Matrix B € Mat(n,n) mit det(B) # 0, so dass B*AB die Form .= (+) hat,

wobei auf der Diagonalen r-mal “+1” und s-mal “-1” steht. 0

13
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Dies ist die “einfachste” Form, auf die man eine symmetrische Matrix A mit Hilfe einer Transformation A — T*AT

bringen kann.

Tragheitssatz von Sylvester:
Sei V ein Vektorraum iiber R mit einer symmetrischen Bilinearform o und sei (b1, ..., b,) eine Basis von V, so dass in
dieser Basis die Matrix von ¢ wie () ist. Dann sind die Zahlen r und s eindeutig iiber die Bilinearform o festgelegt.

Insbesondere gilt:

e r =max ({dim(W), so dass W € V Untervektorraum mit o(w,w) > 0 fiir alle w € W, w # 0 ist.}) ,
e s = max ({dim(W), so dass W € V Untervektorraum mit o(w,w) < 0 fiir alle w € W, w # 0 ist.}) .

Das Tripel (r,s,n —r — s) heifit Signatur der Bilinearform ¢ (und ist eindeutig bestimmt).
Sei A eine n x n-Matrix; dann gibt es orthogonale Matrizen O, O, und eine diagonale Matrix A, so dass A = O;AO.
(Geometrische Bedeutung: Jede lineare Abbildung ist die Hintereinanderausfithrung einer Drehung (und Spiegelung), einer Streckung und wieder

einer Drehung (und Spiegelung).)

Sei A eine n x n-Matrix; dann gibt es orthogonale Matrizen O und eine symmetrische Matrix S, so dass A= 0 - S.
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