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- n(n+1)
G :VneN: k= ——=
auss: v e kz_l 2 N natiirliche Zahlen (1,2,3,4,...)
L . n . Z ganze Zahlen (...,-2,-1,0,1,2,...)
0! =1, 1! = 1, Binomialkoeffizient: (}) = ol = G ) =0 =1 Q rationale Zahlen (%;a,b € Z)

R reelle Zahlen ({/z,m,e,...)

Vn S N’k S {1,27 7”} : (kil) + (Z) = (nzl) (C komplexe Zahlen (Z =x+ 'Ly)

Binomischer Satz: Va,b € R,a,b# 0,n € N: (a +b)" Z ( ) n—kpk
0

ke
= (1+2)" > 1+ nz; VneN,n>2Ve e Rz >0: (1+a)" > (V)a? = Mrl),2
M C R, M # () heikt beschriankt nach oben / unten g.d.w.: IceeR:Ve e M :x<c/z >c.
¢ heifst obere / untere Schranke. Die kleinste obere Schranke heift Supremum (sup(M)), die grofte untere Schranke
Infimum (inf(M)).
Axiom von Archimedes: Va,b € Rya,b>0:3In € N:na>b

rationale Zahlen dicht in reellen Zahlen: Vx e R:Ve >0:Ir€eQ:z—ec<r<z+e¢

Intervalle: Offen: (a,b) :={zx € R:a <z < b}
Abgeschlossen: [a,b] :={r € R:a <2 <b}
Intervallschachtelung: ¢ € U I, &VneN:cel,
neN

1 m
Potenzen: Ya,b > 0: Vab = /a /b, cf%:—i, Vaz%e(@,a>0:a°‘:(a%)
an
r ,x>0
Betrag: Vo € R : |z| = 2 20 Abstand: Vz,y € R : d(z,y) := |z — y|

e-Umgebung von zg: Ve > 0,Vxg € R : U (zg) := (w9 — &, 20 + €) = {x0 € R, |x — 20| < €}

M C R heift offen & M =0V Vzg € M : U (zg) C M M heiftt abgeschlossen:< R\ M ist offen

0
xo € M heift innerer Punkt:< 3U.(zg) C M M ist die Menge aller inneren Punkte.
zo € R heift Haufungspunkt von M:& Ve > 0: 3z € (U (x0) N M) Az # g

f: X =Y heift Funktion/Abbildung; D(f) = X Definitionsbereich und R(f) = {f(z) : x € X} Wertebe-
reich.

- f heift injektiv: Vo1, 20 € X : (21 £ 22 = f(x1) # f(22)) V (f(21) = f(22) = 21 = 22)

- f heift surjektiv: f(X) =Y eVyeY:Jze X : f(z)=y

- f heiflit bijektiv: f ist injektiv und surjektiv
Hintereinanderausfithrung: f: X Y g¢:Y = Z (gofi(z) =g(f(z)) weX =(gof):X—>2Z

-D symmetrisch zu &z € DA —x € D -D = I Intervall
f heifit gerade: Vo € D : f(—z) = f(z) f streng monoton wachsend: Vay,z2 € I : 21 < 22 = f(21)<f(x2)
f heifit ungerade: Vz € D : f(z) = — f(—x) f streng monoton fallend: V1,22 € I : 21 < 22 = f(x1)>f(x2)

abzéhlbare Mengen: X beliebige Menge:
X heiRt endlich :< 3n € N : 3 bijektive Abbildung : ¢ : {1,2,...,n} = X oder X =0
X heifst abzdhlbar unendlich: < 3 Bijektion ¢ : N — X
X heiflt abzéhlbar: X endlich oder X abzihlbar unendlich
X heif&t iiberabzahlbar unendlich:<> X nicht abzéahlbar

p: R — R mit p(z Z apz” heift Polynom n-ten Grades mit den Koeffizienten ay, (an # 0).
k=0
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p(xo) = 0, xo heilit Nullstelle;

ein Polynom p vom Grad n ldsst sich auch wie folgt darstellen: p(x) = (z — z1)™...(x — z;)™¢(x), wobei x; eine
Nullstelle der Vielfachheit m; ist, ¢ ein Polynom vom Grad n — (mj + ... + m;) ist und keine Nullstellen in R besitzt.
p hat hochstens n Nullstellen. Die rationalen Nullstellen eines Polynoms p(x) = a,2" +a, 12"~ ' +...+a17+ag mit
ap € Z (k = 0,...,n) findet man unter den Briichen ¢ (a,b € Z), in denen a ein Teiler von ag und b ein Teiler von a,

ist.

Zu n + 1 beliebigen Stiitzstellen (z;,y;) , z; # x; fiir i # j, gibt es genau ein Polynom vom Grad < n mit: P(z;) = y;
(1=0,..,n).
Ansatz: pn(z) = ao+a1(z—x0) +az2(x—20) (2 —21) +... +an(r—20)(—21)...(x —2p—1) mit (Zo|yo), (x1[y1), -, (Zn|yn)

n

fiir grofe |x| gilt: p(z) ~ apx

Faktorisierungssatz fiir reelle Polynome:
Jedes reelle Polynom p(z) = a,2™ + an_12" '+ ... + arx +ap (an #0,n > 1, a; € R) lasst sich darstellen als:

p(x) = an(z —z1)™ . (z — 2)™ (2 — 0n)® + B [(2 — a)® + BE)"

wobei a;, 8, € R, mi+..+m +2(Li+...+l)=n, a, €R, xR, my,l; eNfirk=1,...,r,j=1,..,s.

Partialbruchzerlegung: R(x) = 5837 wobei Grad(P(x)) < Grad(Q(z)):

roo/my ' s lj ) _
R(fﬂ):2<z(a:il];)’f> 22 e 8+ by s Ajk, aji, bjk € R

=1 \k=1 [(35 —ay)? + 5?]k

j=1 \k=1
A; A; A,
mit dem Linearfaktor: (x —z;)™ = ELE. 72 5+ %
(x — z;) (.Z‘—J?é) (x —xj)™ ,
j j j aji; T+ 0ji;
quadratischen Faktor: [(x — aj)2 + ﬁf]l’ 01 %+ bj1 + ...+ ity 9ty

[ — ;) + 53] [z — a;)2 + 52]"

cos(y)  —sin(v) } { x }

/
Drehung eines Koordinatensystems um den Winkel ¢: { z, ] = {

sin(y))  cos(t) Y
y . y y
s I arccos(z)| 3 F 3+
tan(x)
2 + + 2+
arcsin(z)
1+ sin(x) 14~ 14 arctan(z)
f f f f f f f f x f f f f ; f f f x f f f f f f f f x
4 3 2 1 1 2 3 4 4 3 2 -1 1 2 3 4 4 3 2 1 2 3 4
1+ -1+ 14+
2 4 -2 + 2 +
3 4 -3 4 3 +
y
3 T 0 T 3 T T
\\ 6 1 3 2
N\ sin(z) | 0 : V2| 3V3 |1
L
arccotan () COS(%) 1 %\/g %\/5 % 0
f f f f f f f f x
a2 1 3 4 tan(z) 0 %\/3 1 N
, 1 () cotan(x) | — | V3 1 %\/g 0
- cot(x)
sl
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Normaldarstellung: z = x + iy
Komplexe Zahlen:

z = (x,y) mit ,y € R heifit komplexe Zahl (€ C); Zz = (z, —y) konjugiert komplexe Zahl.
Addition: z+w = (z +u, y+v) mit z = (x,y), w= (u,v), w,z € C.
Multiplikation: z - w = (zu — yv, zv + yu).
(1,0) neutrales Element der Multiplikation; (0,0) neutrales Element der Addition;
(—2) inverses Element der Addition zu z;
7457 (¢, —y) inverses Element der Multiplikation zu (z,).

z+Z =2 Re(z), z—Z = 2iIm(z).
Betrag von z € C: |z| = /22 + y2 = V2%, Abstand von z,w € C: d(z,w) = |z — w|.

Trigonometrische Darstellung: z = |z|(cos(¢) + @ sin(p)); ¢ heift Argument;

o firzweC: z=wolz|l=|lwAhp=¢+2kn, ke’

2w = |z| - [wl|(cos(p + ) + i sin(p +¢))

neN= 2" =|z|"(cos(ng) + i sin(ny))

W = {L/E = Y/ |Z| (COS(% + k%) +1 sin(% + k‘%)), (k =0,1,...,n — 1, n verschiedene Zahlen)

y
Einheitswurzeln: i

1. Esgilt w"” =1gdw. w=cos(kZ)+isin(k2"), k=0,1,..,n—1

2. Die n-ten Einheitswurzeln bilden ein regelméfiges n-Eck auf dem Einheitskreis.

komplexes Polynom: p(z) = 2" + c,_12" '+ ...+ c1z2+co, (n€N,z,¢; €C)

Fundamentalsatz der Algebra: firn e N
Jedes komplexe Polynom n-ten Grades hat in C (mindestens) eine Nullstelle:

Ist zg Nullstelle des Polynoms, so ist es auch Zy.

p sei ein Polynom mit reellen Koeffizienten, x1, ..., z, reellen Nullstellen mit Vielfachheiten my, ..., m, und 21, ..., zs, 21, ..., Z5
komplexen Nullstellen mit Vielfachheiten l1,...,ls (z; =0a;+ip;, Z=0; —if;, [; #0mit j=1,...,s):

p@) = (z —z1)™ . (z = 2)"™ (2 — 0n)® + B (2 — a)® + BE]

(ar)ken heift konvergent 1< Ja € R: Ve > 0: ko(e) e N:VE > ko : ap —a| < e .
a heit dann Grenzwert von ay; Schreibweise: ap — a  / klim (ax) =a
— 00

Andernfalls heifst a5 divergent.

klim (ag) =00 = Ve>0:Tko(e) eN:ag > c:Vk > ko klim (a) = —00 & Ve >0:Tko(e) €Niap < —c:Vk > ko
— 00 — 00
Jeder Grenzwert ist eindeutig bestimmt. lim (ax) =a < lim (ay —a) =0« lim |ay —a| =0
B = k—o0 k—o0 k—o0
Existieren Grenzwerte a = lim(ay), b = lim(bg) und fir k > ko gilt ar < by, so gilt: | |¢| <1 = Jim =0
— 00
a<b a>0= lim Ya=1
—00
Sandwich-Lemma: lim V& =1
Es seien ap < ¢ < by fiir k > ko und es sei lim(ag) = lim(bg) = ¢; dann ist: koo Ok
lim(cy) = c. a>1,n€N:>lengoa—k:0
k
lim(ax) = a € R = lim|ag| = |al a>1= lim %:0
— 00 H
fiir 0 < ay, gilt: lim(ay) = a € R = lim+/a, = Va k>1= lim V! = o0

ar < by 7£> lim ap < lim by
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e Je¢ > 0: |ak|vken < ¢, so heift ap beschrinkt.
o ist (bg)ren beschrinkt und limag = 0, = lim(ay - b)) = 0.
e Jlim(by) = b A Ilim(ay £ bg) = lim(ay + b)) = lim(ay) £ lim(by) = a £ b.

e Jlim(by) = b A Ilim(ay, - by) = lim(ay - by) = lim(ay) - lim(bg) = a - b.

o Ftim(by) = b#0AIlim () = lim (g ) = fue) = ¢

Satz von der monotonen Konvergenz:
(ak)x ist monoton wachsend (fallend) und beschrankt, dann: lim(ay) = sup{ay : k € N} (= inf{a; : k € N}).

Jede beschriankte Folge reeller Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge (Bolzano-Weierstraf).

a € R heift Hiufungswert der Folge (ay)r < eine Teilfolge (ay,); existiert mit: lim(ay,) = a. Ist H(ay) die Menge
aller Haufungspunkte, so ist:

limsup(ay) = lim(a,) = sup (H (ay)) (limes superior, oberer Limes),

liminf(ay) = lim(ay) = inf (H (ax)) (limes inferior, unterer Limes).

Cauchy-Folge: (aj)ren heifst Cauchy-Folge < Ve > 0: Jk(e) : VK, 1 > k(e) : |lap —a1] < e
Ist (ag)r konvergent = (ax) ist eine Cauchy-Folge (Fundamentalfolge).

Ist (a)y eine Cauchy-Folge = (ay)k ist beschrénkt.

Cauchy’sches Konvergenzkriterium:

(ak)y sei eine Folge in R, dann gilt: (ay ), konvergent < (ay)x ist eine Cauchy-Folge

Konvergenz komplexer Folgen: (z.B.: geometrische Reihe: lim (1 + z 4+ 2% + ... +2") = falls |z| < 1)
A n— o0

1—=z
[ ] (Ck)kGN mit Ck € C:Vk

o (c)r ist konvergent < e € C: Ve > 0: 3k(e) : |ep — ¢| < e fur k > k(e) (¢ = lim (ex))

k— o0
o (Riickfithrung auf reelle Nullfolgen:) ¢ = klim (ck) & klim lek —¢| =0
— 00 — 00

® ¢ = ap + i by mit ag,br € R,Vk € N:
(ck)r ist konvergent < (ag )k, (bg)x sind konvergent und klim cp = klirn ag +1 klim by
_ c— 00 — 00 — 00

e Daher gelten die gleichen Rechenregeln wie bei reellen Folgen! (z.B. auch das Cauchy’sche Konvergenzkriterium.)

Konvergenz von Reihen:
n

o0
Sei (ap)ren = Zak € C, dann heifst s,, = Zak n-te Partialsumme der Reihe ay.
k=0 k=0

oo
ay, heift konvergent: < 3 lim s, =s €C (Z a = s); sonst heifst a, divergent.

Die Reihe Zak heiftt absolut konvergent < Z |ak| ist konvergent.

(Schreibweisen: Var € R:ar >0:k € Ny : Zak < o0& Zak ist konvergent; Zak =0 & Zak ist divergent.)
k=0 k=0 k=0 k=0
1 1 1
e= lim (14+ )" = lim Y — = lim (1+—)"*! ist irrational.
n—o00 n n—oo P ' n—00 n
- monoton fallend nAn nA» .
monoton steigend (Stirling-Formel: Vn > 0 : (7) V2IIn < n! < (7) V2IIn eT27 )
e e
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o0 n 1
. . . k_ 1 k_ . .. . . . "
geometrische Reihe: z € C: Z z¥ = nhﬁn;() Zz =13 fir |z| < 1. (Fir |z| > 1 ist sie divergent.) 1 )
k=0 k=0 p <
[eS) 1 k=1
harmonische Reihe: Z 7= (streng monoton wachsend).
k=1

unendliche Dezimalbriiche: s = 0, 21 22 23 ... = Z(a:k.l()*k) (monoton wachsend, 0 < s < 1). [:> 0,9=9- Z 107" = 1]

k=1 k=1
Vay, € C gilt: s
e notwendige Bedingung fiir Konvergenz: Z ay, konvergent = klim ar =0 (Nullfolge)
s — 00
k=0

o0
<D laxl

k=0

o0
D

o0 oo
Aus absoluter Konvergenz (Z lak| < oo) folgt Konvergenz (Z ap < oo) und es gilt:
k=0

k=0 k=0

oo oo o0
e Sei ap, = ay + 1 B mit ay, Br € R; dann ist Zak (absolut) konvergent < Z o A Zﬁk (absolut) konvergent
k=0 k=0 k=0

sind. Auflerdem gilt Zak = Zak +1 Zﬂk.
k=0 k=0 k=0

oo oo oo o0 o
Z ag, z by, konvergent = Z(ak +b) = Z ay + Z by, konvergent.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

o n
e ar,€R, a, >0, ke Ny = Z ay, konvergent < die Folge der Partialsummen <sn = Z ak> ist beschréinkt.
k=0 k=0 neNg

Majorantenkriterium: mit 0 < ap < by fiir k > kg gilt:

oo o0 oo o0
. Z b, konvergent = Zak konvergent A Z ar < Z by,
k=0 k=0 k=ko k=ko

oo o0
oZak:oo = Zbk:oo
k=0 k=0

Wurzelkriterium: mit a, > 0 fiir & > kg
oo
o Vk > kg gilt: ¥ap <1 = Zak ist konvergent.
k=0

o0
e limsup({/ag) > 1= Zak ist divergent.
k=0

Ist limsup( {/ax) = 1 so folgt daraus keine Aussage iiber Konvergenz.

Quotientenkriterium: a; > 0 fir k& > kg

oo
o Vk > ky gilt: T2 < 1= Z ay, konvergent
k=0

oo
ag . .
. ﬁ >1firl>ly= E ay, divergent.

o0
Pt -ar >0, k> ko: limsup % <1l= Z ay, konvergent

k=0
o0
- limsup 2 > 1 = Z ay, divergent
k=0

o0
- lim sup % <l= Z |ak| absolut konvergent (ax € C, aj # 0)
k=0
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Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen:
oo

Es sei (ag)ren Folge in R, ax > 0, monoton fallend und hm ar,=0. =3 Z k“ak =s € R (Konvergenz) und
k—o00
k=1
es gilt |s,, —s| < apy1  (meN).
alternierende harmonische Reihe: { 1)k+t ] ist konvergent (= In(2)), aber nicht absolut konvergent.

=1

Z { k“ ] konvergent fiir a > 0, absolut konvergent fiir a > 1.
k=1

Z { k“ } konvergent, nicht absolut konvergent.
— 2k+1

Sei (ak)ren, Folge in C, ¢ : Ng — Ny eine Bijektion (Umordnung, Permutation); dann heift by = ag,) (Vk € No)
Umordnung von (ag)ken,-

grofser Umordnungssatz: Z ay, konvergent, aber nicht absolut konvergent (fiir ay € R) und s € RVs=+4o00Vs=—00
k=0

= 3 Umordnung (by)x von (ay)x mit Z b =s (s beliebig !)
k=0

kleiner Umordnungssatz: Sei Zak absolut konvergent, a; € C:

k=0 oo
(bk)x sei eine Umordnung von (ag)r = Z by, ist absolut konvergent und es gilt: Z ap = Z by.
k=0 k=0 k=0

Produktreihen:

o0 oo oo oo oo
() = Zpl = Z a; | - (Z bk> = Z (a; - by) heifit Produktreihe von Zaj und Z by..

1=0 §=0 k=0 GkEIXK j=0 k=0

o0 oo oo oo
Es gilt: Zpl A Z q; Produktreihen von Z a; und Z b, = (qi); ist eine Umordnung von (p;);.

1=0 1=0 j=0 k=0

o0 o0 o0
Es seien Z a; = a und Z br, = b absolut konvergent (a;, by, € C). Dann konvergiert jede Produktreihe Zpl absolut
j=0 k=0 1=0

und Zpl =a-b.
1=0

l 00 ) 00
Cauchy-Produkt: v; := Z (a;by) = Z a—kbg), 1€Ny. Zvl heiftt Cauchy-Produkt von Zaj und Zbk.
j+k=l k=0 =0 Jj=0 k=0

(Summation beziiglich der Diagonalen)

o0 o0
Seien Z aj = a und Z b, = b absolut konvergent, so ist auch das Cauchy-Produkt absolut konvergent

j=0 k=0 oo [ 1
und es gilt Z Zal_kbk =a-b.
Exponentialfunktion =0 Lk=0
z2e€C: exp(z Z i exp : C — C heiftt Exponentialfunktion.
0:e*>1
Vz,we C,m,n € NJL #0: exp(z+w) =exp(z) - exp(w), exp(—z) = ﬁ(z), v i 0 ex i +1x
x e -
m m n z—1
exp(z) 20, exp(2) = [exp(3)]" = ¢/expm). A
Vz e C: e =exp(z) = lim (1+ —)" und e* # 0.
n— oo n
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Grenzwerte von Funktionen:

D C C, zy € C Haufungspunkt von D, f: D — C Funktion, dann:

lim (f(z)) =wy < V Folgen (zx) in D mit lim (z5) = 2z gilt: lim (f(zx)) = wo
z—20 k—o0 k—o00

oder (,& — ¢ ‘- Definition des Grenzwertes):
& Ve>0:30=0(c,20) : V2 € ks(20) N D : 2z # 2o gilt: |f(2) —wo| < ¢
f : (a7 b) — R, zg € [a, b) (= rechtsseitig) / o € (a, b](i linksseitig):
rechtsseitiger Grenzwert: lim+ (f(x))=y < Ve>0:30>0:Vz e (xg,xz0+9)N(ad): |f(z)—yo| <€

£—)l‘0

linksseitiger Grenzwert: lim (f(z))=yo < Ve>0:30>0:Vx € (zg—0d,20) N (a,b): |f(x) —yo| <e

T—T

uneigentliche Grenzwerte:
fi(a,b)\{zo} = R, x0 € (a,b): le (f(x)) =400 & Ve>0:30>0:Ve € Us(zg) N(a,b):x#xo: flx)>c
fi(a,00) = R: li_)m (f(z))=y€R & Ve>0:FJR>a:Vz>R: |f(x) —wo| <e

lim (f(x)) =00 & Ye>0:3R>a:Vz > R: flz) >c¢
Stetigkeit: DCC, o€ D, f:D—C
f heifit stetig in zp < Ve > 0:35 = (e, 20) : Vz € ks(z0) ND : f(2) € ke (f(20)) -

—— ————

|z—z0|<d [f(z)—f(z0)|<e
f stetigauf U < f ist in jedem Punkt zy € U stetig.
f stetig in z9p < zp ist isolierter Punkt (kein Haufungspunkt) von D oder lim (f(z)) = f(20)-

z—20
.. . . . - f(x) = 2™ stetigauf R (n € N
Fsttigin o, Galemit Jim =0 =i (GG = (JmGo)- | TR0 2 i 00
f=Re(f(z))+ilIm(f(z)) und f stetig in zo < Re(f) und Im(f) stetig in z. - f(2) = €7 stetig auf C
- f(z) = |z| stetig auf R

Sind f,g: D — C stetig in zg € D, so gilt: f+g¢, f g, 5 (g(z) # 0) und |f| stetig in 2.
Seien f: D — C stetigin 2o € D C C und g : f(D) — C stetig in wy = f(29) = g o [ stetig in 29 € D.
Zwischenwertsatz: [ : [a,b] — R stetig auf [a,b] und f(a) - f(b) < 0 = Jxo € (a,b) mit f(zg) =0

I Intervall, f : I — R stetig auf I und —oco < irllf(f) <w < sep(f) < 400, dann:
1. ¢ €l mit f(§) =w
2. f(I) ={f(x),x € I} ist ein Intervall
Folgerung: Jedes Polynom mit einem grofiten ungeraden Exponenten hat mindestens eine reelle Nullstelle und P(R) =
R.
Satz von Maximum und Minimum:
f i [a,b] = R stetig auf [a,b] = I, dann gilt:
1. f(I) ist beschrinkt und abgeschlossen
2. Ju,v € I mit f(u) =inf;(f) A f(v) = sup;(f)

Stetigkeit der Umkehrfunktion:
I C R Intervall, f: I — R stetig und streng monoton wachsend (bzw. fallend) = f(I) ist ein Intervall.
f71: f(I) — I ist stetig auf f(I) und streng monoton wachsend (bzw. fallend).

Der natiirliche Logarithmus In : (0,00) — R ist Umkehrfunktion von exp : R — (0,00). Er ist streng monoton
wachsend, bijektiv und stetig. AuBerdem gilt: Vz,y € (0,00): In(z - y) = In(z) + In(y) und ln(i) = In(z) — In(y) und
Va € Q,Vx € (0,00) : In(z%) = - In(x).
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allgemeine Potenzfunktion: aw € R,z > 0 : 2* = e*™(®);  allgemeine Exponentialfunktion: a > 0,z € R : a® = ¢*n(a),

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion a® : R — (0, 00) ist die Logarithmus-Funktion: log,(z) : (0,00) — R

(a>0,a# 1,2 >0). Dabei gilt: log, () = 2&) und logi (z) = — log, (2).
a In(a) a

f : (a,b) — C heift differenzierbar in x¢ € (a,b) < 3f'(z¢) = lim <f(:£)—f(aco)> = a € C (die erste Ableitung

T—To T — To
von f in xg). f heifit differenzierbar auf (a,b) < f in jedem Punkt z( € (a,b) differenzierbar.

rechtsseitiger Grenzwert: f, (zo) = lim+ (M> (xo € [a,b)).
T—T0

r—xo

Tr—xo

I' := Graph (f) = {(z, f(2)), z € (a,b)}; g(z) = f(zo) + f'(x0) - (x — z0), € R heifst Tangente an T in (zo, f(x0)).

linksseitiger Grenzwert: f’ (zp) = lim (M) (zo € (a,b]).
Tr—xo~

f:(a,b) = Cmit f(x) = Re(f(x))+iIm(f(x)) ist differenzierbar in zy € (a,b)
< Re(f(z)) und Im(f(z)) sind differenzierbar in x¢ und es gilt: f'(xo) = (Re(f)) (zo) + i (Im(f)) (zo).
Folgende Aussagen sind dabei dquivalent:

e f ist differenzierbar in z¢ und f/(z¢) = a € C

lim <=~ :200 = e*0
o f(x) = f(x0) + a(x — z0) + (x)(x — m0)* und mlgg (e(x)) =0 ?Z”i;’ _ el

( =
f@)=flzo)=—a(z=z0) T2
o LoGtalmm) 2oty g (ye) = da~h
( =

Ist f differenzierbar in ¢ € (a,b) = f stetig in xg (Umkehrung gilt nicht!).

trigonometrische Grenzwerte

Differentiationsregeln: (f,g: (a,b) — C differenzierbar in z¢ € (a, b))
(sin(z))" = cos(x)

1. A u € C= 3N+ pg) (xo) = M (xo) + pg' (x0) (cos(z)) = —sin(x)
™ - . I 1
2. Produktregel: 3(f - g)' (o) = f'(z0)g(wo) + flwo)g(wo) = BeFEFEmbens (tan(0) = gog
/ Vo e R,z # km ke z: (cot(x)) = Ty
3. Quotientenregel: g(zg) # 0= 3 (5) (zo) =L (mo)g(gf;();)’;](fo)g (20) i (Sin(1)> _
z—0 x
4. Kettenregel: f : (a,b) — (c,d) differenzierbar in z¢ € (a,b), g : (¢,d) — C differen- li?n <lfcos(w)) -0
zierbar in yo = f(x0) = 3(g o f)(z0) = ¢’ (f(x0)) - f'(w0) =0\ ®

Differenzierbarkeit von f~!. f : (a,b) — R differenzierbar auf (a,b) und streng monoton, dann gilt:

1. f'(x) > 0 auf (a,b), falls f streng monoton wachsend ln’(a}’) = % ,171> 0
log, (z) = sy
2. f'(x) <0 auf (a,b), falls f streng monoton fallend (o) = awgll(a)a CR.2>0
- 1 1 () — 1
3. yo = f(z0) A f'(w0) #0 =3 (F7) (o) = 5— = 5 aresin (z) = 7
f'(@o) " (fH(wo)) arccos’(z) = —yi
arctan’(z) = 55
arccot’ (x) = —ﬁ

f:(a,b) = R hat lokales Maximum (Minimum) in zq € (a,b)
<= 30 >0:Vx € (xg — 0,29+ 0) C (a,b) : f(x) < f(zo) (f(z) > f(x0)).
f:(a,b) — R hat isoliertes lokales Maximum (Minimum) in xg € (a, b)
<= 30>0:Vx e (xg—06,z0+9) C(a,b): flx) < flzo) (f(x) > f(x0)).

f: (a,b) — R differenzierbar in xy € (a,b) und f habe ein lokales Maximum (Minimum) in zg = f'(2q) = 0.
(notwendige Bedingung, nach P. Fermat 1607 - 1665)
f i [a,b] = R stetig auf [a, b], differenzierbar auf (a,b) und f(a) = f(b) = 3xo € (a,b) mit f'(xq) = 0.
(Michel Rollé 1652 - 1719)
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Mittelwertsétze der Differentialrechnung:

1. f:]a,b] — R stetig auf [a, b], differenzierbar auf (a,b) = 3¢ € (a,b) mit W = f'(&).
(J.L.Lagrange 1736 - 1813)
2. f,g:[a,b] — R stetig auf [a, b], differenzierbar auf (a,b) und ¢'(z) # 0 auf (a, b)
fO)=f(a) _ f(£)
= 3¢ € (a,b) mit OEIORREAGE
Daher gilt: (A.L.Cauchy 1789 - 1857)
f: (a,b) — C differenzierbar, Vx € (a,b) : f'(z) =0=Jc=a +1i8, o, € R mit f(z) = c auf (a,b).
fl(x) =¢'(x) :Va € (a,b) = Tc € R : f(x) = g(x) + ¢ : Vz € (a,b).

Eulersche Formel: Vz € R : €' = cos(z) + i sin(x). (insbesondere: '™ + 1 = 0)
cos(z) = 3+ = 3 (-1 sin(e) = & (e — ey = 3 (c1ye-ET
: = e ]

Regel von ’Hospital: Sei g € R, § > 0:
frg:(xo— 06,20 +0)\{zo} — R differenzierbar

g'(x) # 0 auf (zo — 0,20 + 9)\{z0} — 3 lim (J‘Eﬁ) — lim (I:Eg) i —00 < Yo, 20 < 400
3 li_>m (f(z)) = li)m (g(x)) =0 oder = o0 z—zo \ I z—rao \9
T—T0 T—To

Monotonieverhalten:

f : (a,b) — R differenzierbar auf (a,b): (1) Vz € (a,b) : f'(z) > 0 < f monoton wachsend
Vz € (a,b) : f'(x) <0< f monoton fallend
(2) Vz € (a,b) : f'(z) > 0= f streng monoton wachsend
Vz € (a,b) : f'(x) < 0= f streng monoton fallend

(isoliertes) lokales Minimum in zq: f’'(z9) <0 (<0) in (xo — d,x0) und f'(z) >0 (>0) in (zg, zo + J)

(isoliertes) lokales Maximum in zq: f/(x0) >0 (>0) in (xg — d,20) und f'(z) <0 (<0) in (zo,xo + J)

Sei f zusitzlich ein zweites Mal differenzierbar: f/(z9) = 0 A f”(z9) > 0 = f hat ein isoliertes lokales Minimum in z
f'(xo) =0A f’(x0) < 0= f hat ein isoliertes lokales Maximum in z

Konvexitit und Konkavitét:
f: (a,b) = R heift konvex auf (a,b)

= Vri,22 € (a,0) : (Va,FERAO< o, B<1ANa+B=1): flaxs + Bz2) < af(x1) + Bf(x2)
f: (a,b) — R heift konkav auf (a,b)

= Vr,22 € (a,0) : Vo, B ERAO< a, <IN+ S=1): flax: + Bx2) > af(x1) + Sf(x2)

Ist f auf (a,b) konvex, so ist [—f(z)] auf (a,b) konkav.

folgende Aussagen sind dquivalent: konkav

e f konvex auf (a,b)

o fiir 1 < x < x5 gilt: f@)=f@) o flws)=f(@1)

r—T1 T2—T1

(@=f) _ Szt

T2—T

o fiir ry <z < xo gilt: !
Ist f(z) auf (a, b) differenzierbar, so gilt: - f’ streng monoton wachsend < f ist konvex
- [’ streng monoton fallend < f ist konkav
Ist f(z) auf (a, b) zweimal differenzierbar, so gilt: - f”/(x) > 0 auf (a,b) < f ist konvex
- f"(x) < 0 auf (a,b) & f ist konkav
Wendepunkte:
Hat f einen Wendepunkt in xq, so gilt: f”(z¢) = 0 (notwendige Bedingung) und 3f"/(z() # 0 (hinreichende Bedingung).
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(z) heifst Stammfunktion von f(z) auf (a,b) <= F differenzierbar auf (a,b) und F'(z) = f(z) : Vx € (a,b).

/f () + ¢ mit c € R.

>0 .
= ) und Stammfunktionen elementarer

Nicht jede Funktion besitzt eine Stammfunktion (z.B.: f(x) = (1) v <0

Funktionen miissen keine elementaren Funktionen sein (z.B.: / Mdm).
z
Sei f : [a,b] — R, dann heiflt f integrierbar auf [a,b], g.d.w. eine auf [a, ] stetige Stammfunktion von f auf (a,b)

b
existiert. Dann heifst / f(x)dx = F(b) — F(a) bestimmtes Integral.

partielle Integration: u,v auf (a,b) differenzierbar und 3 / w-v'dr = H/u’ cvdr =u-v— /u -v'dx.
(anwendbar auf: [ p(z)e®*dz, [ p(x)In(z)dz, [p(z)arctan(z)dz, [ cos(az)e’dz, [ sin(ax)e’*dz.)
Integration durch Substitution: /f(go(x))go’(x)d:z: = /f(u du|u_¢
(Entsprechend gilt die Umkehrung: 3z = , so gilt: /f Ydu = /f 2)dz| e 1) +C)

f:(a,b) = R, f(z) # 0 auf (a,b) und differenzierbar=- / ‘;l((; d

— In|f(z)| +c

Transformationsformel: f : [a,b] — R integrierbar, ¢ : [¢,d] — [a,b] bijektiv, streng monoton, stetig auf [¢,d] und

b b ¢ 1(b)
differenzierbar auf (¢, d) = / flz)dr = / (f(p(t)) - 1 ()]) dt. (@/ f(z)dz = / f(cp(t))npl(t)dt>

c ¢~ 1(a)

Integration rationaler Funktionen (R(x) = ggz) Grad(P) < Grad(Q), P, Q keine gemeinsamen Nullstellen):

1
1./ dr =In|z —xo|+¢
r — X

1 _ kg, (x — x0) k+1 1 1
2./(m_x0)kdx—/(:r Z) dsr_i—k—l—l +C_k—1(x—xo)k—1+c k#1
ar +b _a 2(z — ) 1 _a 9 o9
3. /(m—a)Q—&—,Bde_ 2/(m—a)2+,82dx+(aa+b)/(x—oz)z—i—ﬁQdm_ 2ln((x @)? 4 8%)+ (aa+b)I; (x)
mit I1(z) = %arctan (mga) +ec (B #£0)
2(z—a a
4. /ax——l—bdm: af[( )+B2 = 2f[(z a)2+52]kd$+a/alk( r) = —5%[@ a)Z_‘_ﬁZ]k—l + aady(z)

mit 211 (z) = <1 - 21k> I (%) + %W

d.h.: Integration aller rationalen Funktionen ist vollstandig geldst (= Partialbruchzerlegung)!

. . . P(u,v) _ EajkuA'uk
Substitutionsregeln: (R(u,v) = o) = S caTor =)

1. R(z, Yax +b),a #0 t=Vazrtb, [ R(z, Vaz +b)dz = [ R (22, ¢) 24" Ldt],_ vz = [ RO)AE],— yazrs

n/ax+b

Ve, fR(x, v Zﬁ;)dm:f]?(t)dﬂt:vzis

2. R(sc, T Z;ig),a,c#(), ad —bc # 0

3. R(e®) =5 [ R(e™)da = [ B at|,_oe = [ R(t)dt]1—cx

4. Rz, Va2 +1) ——4 @:=sinh(t fR V22 ¥ 1)dz = [ R(sinh(t), cosh(t)) cosh(t)dt|i—arsinh(x) = J R(")dt|i=arsinh(x)
(= vegl.: 3)

10
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5. R(z, Va2 —1)(Jz| > 1) Z=20, 1 Rz, vaZ = T)da = [ R(e')dt];—arcosh(a)
6. R(e,VT=a?)(e] < 1) “=0 [ Ria, vT=a?)de = [ Rlsin(t),cos(t))dt] i—arcsin(o
7. e sin(z)R(cos(z)) wi=cos(@), J sin(z)R(cos(z))dx = — [ R(u)du|y=cos(x)

e cos(z)R(sin(z)) lm(l% fcos z)R(sin(x))dz = [ R(u)duly—sin()

X u: tdn . 1-— u2 2u
e R(cos(z),sin(z)) ——+ J R(cos(z),sin(z))dx = fR(1 T T u2)1+7
S—— —

) = [ R(u)dul

12 u|u tan 5 u:tan(

cos(x) si

Anmerkung zu 5. (und 6.): R(z,v22 —1)=R(z,vVz—1-Vz+1)=R (3:, (z+1) z—ﬁ) (= vgl.: 2.)

Riemann-Integral:

f : [a,b] = R beschrankt (3¢ € R : [f(2)] < ¢), a = 20 < 21 < . < Ty < T < Tpp1 < . < Ty = b,
P ={zo,z1,...., xn}

Z =A{L,I5,.., I}, Iy :== [xg—1,2%] (k=1,...,n) heiit “von P erzeugte Zerlegung des Intervalls [a,b]” (< Z ~ P);
mit Az =z — 51 (Linge von Ij) und d(Z) = max(Axy)1<k<n (Feinheit der Zerlegung 7).

i = e, (@), m = i) (7)), My = 50, (F(2), M 3= sub,efo i (f(2)

Untersumme (von f beziiglich Zerlegung Z): Z mpAxy, Y

Obersumme (von f beziiglich Zerlegung Z): Z M Axy.

Es gilt: m- (b—a) < S(f,Z2) < S(f,Z) < M - (b— )
Sei Z’' eine Verfeinerung von Z, das heikt Z’ ~ P/ mit P C P’
P ={z{,...,2/y}, n < N:

at-

= S8(f,2) < 8(f,2") < S(f,Z) + 2¢(N —n)d(z)

S(f,z2")<8(f,2) < g(f, Z) + 2¢(N —n)d(z) Z und Z* seien beliebige Zerlegungen = S(f, Z) < S(f, Z*).
Uunterintegral von f: / fi=sup(S(f,Z)) =sup ({S(f,Z) : Z Zerlegung von|a, b})
- z

Oberintegral von f: / = 1nf( (f,Z)) =inf ({S(f,Z) : Z Zerlegung vonla, b]})
b — b
f heifit “Riemann-integrierbar” auf [a,b] (< f € R([a,])) :(:}/ f :/ f ::/ f.
J_q a Lb

b
V€>O:EI6(6)>0:VZerlegungenmitd(Z)<5(5):/ ffﬁ(f,Z)<5/\§(f,Z)f/f<5.

(Zn)n sei eine Folge von Zerlegungen des Intervalls [a,b] mit d(Z,) —— 0:
—b
gz =1 a g Gz - [
f i [a,b] = R beschrinkt; dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. f € R([a,b])

2. Ve > 0:38(e) > 0:V Zerlegungen Z mit d(Z) < §(¢) : S(f,Z) — S(f, Z) < ¢

3. Ve > 0:3 Zerlegung Z. : S(f, Z.) — S(f, Z.) < ¢
f :[a,b] = R beschrinkt und monoton auf [a,b] = f € R([a,b]). f:[a,b] — R stetig auf [a,b] = f € R ([a,b]).
f gleichméfig stetig auf U € R <= Ve >0:36 > 0:Vz,2’ € U mit |z — /| <0 :|f(z) — f(2')| <e.

(“Steigung” des Graphen unabhiingig von der Stelle z fiir alle |z — 2’| < § nach oben und unten beschrinkt!)

f stetig auf [a,b] = f gleichméRig stetig auf [a, b]; aber: f stetig auf (a,b) =~ f gleichméifig stetig auf (a, b)!

11
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

f :[a,b] — R sei Riemann-integrierbar, ® : [a,b] — R stetig auf [a, b] und Stammfunktion von f:
b b
=>/ f=2() —®(a) (= [ rwae)

Wobei: 1. f € R([a,b]) =~ 3 Stammfunktion
2. 3 Stammfunktion von f =4 f € R([a,b])

w

. f stetig auf [a, b] = 3 Stammfunktion

[

. f stetig auf [CL, b]\]V7 wobei N “Nullmenge” (N endlich oder auch abz&hlbar unendlich), dann f €ER ([a, bD
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