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x(t)

Differentialgleichungsbegriffe:

\
R Einhiillende

’e 9’ _ 0)

1. gewdhnlich - partiell (z.B.: 33 o5

2. Ordnung (hochste, vorkommende Ableitung)

linear(y’ — h(x)y = g(x)) - nichtlinear (z.B.:y" - sin(y) = g(x))

- W

homogen (y' — h(x)y =0) - inhomogen (y' - h(x)y = g(x))

5. Integral (Losung) - Quadratur (nicht 16sbar)

6. allgemeine Losung - partikuldre Losung (fallspezifische) Schwingfall der freien, gedimpfion Schwingung

Orthogonaltrajektorien: Die Figuren, die die Kurvenschar sdmtlich unter rechtem Winkel schneiden (f] = —%)
2
exakte Differentialgleichungen: Integrabilitdtstbedingung (% = %—f) erfillt fiir A(z,y)dz + B(z,y)dy =0; .
dann gilt: A(z,y)dx + B(x,y)dy = dU(z,y) =0 - U(x,y) = konstant
andernfalls gilt: (A(z,y) A(z,y))dz + (AM(z,y) B(x,y))dy =0 mit A\(z,y): integrierender Faktor;
dabei reicht eine spezielle Losung fiir A(z,y).
a% + bg—z +cy =0, a,b,c= konstant; Exponentialansatz: y = e*; A =konstant.
= (aX2+ b\ +¢)e* =0 mit M e R %0
= charakteristische Gleichung: aX® + b\ + ¢ =0 und somit A2 = —% + %\/ b2 - 4dac
x x) —ya(x x

= yy((x)) Z:J;,((x)) _222((;) Z;,((x)) Wronski—Determinantg: ,

1(2) (%) = 42(2) 4y W (2,y1,92) = 91(2) s (@) - y2(2) v (2) # O
) = y(@) y1(2) —y1 () y (x) (= y1, y2 bilden ein Fundamentalsystem)

y1(2) Yo (@) - y2(2) yy (2)

(Ist W(z,y1,y2) = 0, so erhiilt man iiber Variation der Konstanten folgendes: y = (¢1 + caz)e™.)

C1
=y=C1-Yy1tc2-Y2

Die freie, ungedampfte Schwingung: Federpendel (Hook’sches Gesetz: F' = -k - )

~kr=mi < i+ (wo) xr=0mit (wy)?= % und daraus folgt:

twot = Acos(wot) + Bsin(wot) = acos(wpt — 6)

x(t) = cre ot

c1,00€C, A=(c1+c2)=acos(f) =xg, B=i(c1—c2)=asin(f)=2, A B adecR

UJ()’

+ Co€

Linearisierte Schwingungen, Gleichgewichtslagen:

stabil: F'(xg) <0
instabil: F'(2z9) >0 °
Dann fiihrt man ein lineares Taylor-Polynom fiir die Kraft an zg ein und kann daraus die Schwingung um x( beschrei-

notwendige Bedingung eines Gleichgewichts: F'(zo) =0  hinreichende Bedingung:

Ty (t) = o + A cos(wot) + Bsin(wpt) ,wp = /- £z (stabil)
ben: = m .
Ty (t) = To + Ce®ot + De w0t ,wo =\/ f)f") (instabil)
Die freie, gedampfte Schwingung: Federpendel unter geschwindigkeitsproportionalem Reibungseinfluss
(F =mi = —-kx — &)
:>)\1,2:_§i% B2_4w02 73k>07 w02:%7 6:%:
a) B2 —4wy? <0: b) 2 - 4wy? = 0: c) B2 - 4dwe® > 0:
= M2 =-5+iQ =A=X=-2 <0eR = Ma2=-5220
mitQ:wmll—%<wo mitﬁzg 1—4‘ESQ<§
x(t) = e~ %ta cos (Qt-0) z(t) = (e + C2t)6—§t x(t) = e‘gt(A cosh(Qt) + Bsinh(Qt))
Schwingfall aperiodischer Grenzfall Kriechfall
(unterkritische Dadmpfung) (kritische Dampfung) (iiberkritische Dampfung)
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Superpositionsprinzip: Sind f; bis f,, Losungen einer linearen, homogenen Differentialgleichung, so ist auch jede Line-

arkombination dieser Losungen (Z ay fk) eine Losung derselben Differentialgleichung.
k=1

Loésungsstrategien fiir lineare, inhomogene Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten:
ad2+bdy+cy F(x) ,a#0

A) 1) Zerlegung in 2 Differentialgleichungen 1. Ordnung;: (— - )\1) (d% - )\2) Yy = %F(l’)
| —

) Aus (— - A1) -u(z) = éF(x) dann u(x) bestimmen =u(x)

) mit ( )\2) y = u(x) schlieflich y(z) ermitteln.

) (Dabei erhalt man sofort ¥ = Yhomogen + Ypartikuliir-)

T o W N

) Und ganz am Schluf§ erst mit eventuellen Anfangswerten die erhaltene Losung anpassen.

B) 1) homogene Losung ermitteln: y, = ¢ -y + ¢2 - Y2
2) Konstanten ¢; und ¢y variieren: y, = u(z) - y1 + v(x) - Y2
3) (In die Differentialgleichung einsetzen, vereinfachen, umformen,...)
4) =>u' = —%F(m)m und v’ = F(x)m (Wronski-Determinante W (z, y1,92) = Y192 — Y1y2)

5) v’ und v’ integrieren, in y, einsetzen

6) erhaltenes ypartikutar Mit Yhomogen linear kombinieren: Yarigemein = Yp + Yn

C) abhéngig von F(z) verschiedene Ansétze fiir die Losung y, verwenden:

a) fir F(z) = Z akx (Polynom n-ten Grades) = ¥, = z Tkx

k=0
b) fir F(.’L‘) = Aef? = Yp = Tel* (p gegeben)
¢) fir F(z) = a1 cos(px) + azsin(px) = y, = 71 cos(pzx) + T2 sin(px) (p gegeben)

periodische Erregung von aufsen
—_——

Erzwungene Schwingungen: mi = —k;x —yi+ Fycoswt <= &+ fBi+wo’r = focos(wt)
(mit fo = 2, Lowo= \/g Eigenfrequenz, w Erregerfrequenz)

ohne Reibung (8 = 0)

Zpartikular (t) = wo;f(ﬁ cos(wt) und Zaiigemein = Thomogen + Lpartikular = & cos(wot) + bsin(wot) + Z — cos(wt).
w < Wy sz cos(wt)

xp ist dabei abhéngig vom Verhéltnis der Frequenzen bestimmt: z, =1 w > w, f % cos(wt)
w=wo Resonanz

Mit 2(0) = 0 und %(0) = 0 ergibt sich z(t) = o7 °w2 sin(”"g‘”t) Sin(%t) mit der Dissonanz “4.

/ niedrige Frequenz] hohe Frequenz

Néahert man sich mit w wy, so erhélt maI)'/Resonanz mit z(t) = [wgiw t] sin (%t)

100

-100
Modulation (qualitativ) Resonanz (qualitativ)
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mit Reibung: (8 # 0) a(w) 0(w)

Tp = Wf% [(LUOQ - (.d2) COS(wt) + ﬁw sm(wt)] = W COS(wt —arctan (%))

a(w)

a(wr) F---------

B klein
fo

LJJU2

w 0 -
WR B=2
Modulation (qualitativ) o Phasenverschiebung (qualitativ)

Erzwungene Schwingung lauft nach (ts =tg + %)

Linienintegrale:
Kraft in Form eines Vektorfeldes (F' = F'(z,y, z)), ein Weg in Abhéngigkeit einer unabhéngigen Variablen (r = r(t));
4 = dF
Arbeit ist dann das Integral der Kraft iiber den Weg: W = /(; Fdr = [ F dz dt.
t1
Wegunabhéngigkeit:
. AU t2 . dp t2 dU P2
Annahme: Energie ist Wegunabhéngig (F'-9 = -%) == W = th dt = - Edt = / dU = -(Us - Uy).
t1 ty Py
F.o= —% = - (%—gz—f + %—Z% + %—g%) = —grad(U) -9 < F = —grad(U). Das heif&t:%dw + %—gdy + %—gdz ist ein voll-
stdndiges Differential und nach Integrabilitdtskriterium einer exakten Differentialgleichung muss dann gelten:
oF, _OF, N OF, OF, N oF, OF,
oy Oz . 9z Oy 9z Oz
Dann gilt: F ist ein konservatives Vektorfeld!

(In diesem Fall gilt: W = — §I§ dU =0)

Das Potential U lésst sich dann entweder iiber Integration der einzelnen Kréfte (F, Fy, F.) berechnen oder wie folgt:
T Yy z
U= [ Bu&wnzo)e~ [ Fyenzo)dn- [ F(ry.0d
xo 0 20

Doppel- und Dreifachintegrale:

a b b
Rechteckflache: A = (f 1 dy) dr = [ ([ 1 d:v) dy = [[ 1 dm] [[ 1 dy] =a-b
=0 =0 y=0 x= =0 =

Vr2-g? 2m
Kreisfliche: A = 2f (Vr? —2? )dm—f ( dy) dx:f (/ pd<p) dp = mr?
T=-7 =—Vr2-z2 p=0 p=0
. Ny
Kugelvolumen: V = f m(R* —z%)dx = Zf ([ VR? 22 -y dy) dx
y=

VR
N
de )‘
p

Nt VR 22 Ar
/ / / ldz dy dzx == §R3
Yy z

R2—$2 — R2—w2—y2

& :U

. dA

52 [7(p+dp)® - mp?]
2 [,o +2dp + dp? - p2]

dp—0
%dgodp [2p+ dp] i pdpdp

vernachlassigbar klein im Verhéltnis zu 2p
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Kugelkoordinaten: (Orthogonalkoordinaten)
p: Radius; : Azimutwinkel; ¥: Poldistanz.
dA=  pd¥ -psin(P) dyp; dV =dAdp = p*dpsin(0) dv de.

— | —

Meridiankreis Breitenkreis

T 27
Oberfliche der Einheitskugel: A = f d9sin(9) f dp = 4
0 0

Zylinderkoordinaten:
p: Radius; : Azimutwinkel; z: Hohe; dV =dpp dp dz.
Green’sche Satz: ®(z,y) = P(z,y)i + Q(z,y)J; diit = dai + dy7, geschlossener Weg, 2-dimensional.

}(Ci)dfz j%(P(x,y)derQ(x,y)dy) = _/[G(g% - %yp)dazdy



