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Kosmologisches Prinzip:
Die Welt in 3 rdumlichen Dimensionen ist in all ihren messbaren Eigenschaften immer und iiberall isotrop und homogen.

[bezogen auf Lingenskalen von ~ 500 - 106 ly]

Retroversum - der schon beobachtbar gewesene Teil des Minkowski-Diagramms [im Lichtkegel, in der Vergangenheit]
Im Moment sieht man nur die Ereignisse auf dem Lichtkegel.
lateinische Buchstaben [a, b, ...] € {1,2,3,4}; griechische Buchstaben [, 3, ...] € {1,2,3}; 2* = cot

Signatur (+ + +-); ds® = gmp dz™dz™, Symmetrisch: gmn = gnm

1
Ch i t H l—S b 1 N 1’\(1 =—g™ 'mb.c me,b — c.m
Robertson-Walker-Metrik: Hstoieayibote be 29 L9 be ™ Gmeyb = G, ]

Es ist gmn = gnm, Wegen Isotropie = go4 =0

Via 2 := \/~g44(2*)#* kann immer g4y = -1 gewihlt werden. < Weyl’sches Postulat:

Die Weltlinien von Galaxien sind Geodéten, die auf raumartigen Hyperflaichen senkrecht stehen.
Isotropie zu jeder Zeit = Separabel in Raum und Zeit:  gap(2?,t) = R2(t) gas

Fiir Raumschnitte [t = const.] folgt aus Homogenitéit, dass die Raumkriimmung tiberall konstant sein muss =

Rapys = K [Gary985 — 9as98+] - [wobei dann Ricci-Tensor Rgs = 2K ggs, Kriimmungsskalar R= 6K]
~ dr
Aufgrund Isotropie kugelsymmetrischer Ansatz = ds? = R?(t)[ ! — 72 dQ? ] -cadt?
1- K2 —_——

=d9¥2+sin2(9) dp?

R R +1 ,K>0
Reskalierung von R =: — und 7 = V/Kr und Definition von & = 0 ,K=0 Ilefert
VK -1 ,K<0
2 2 dr? 2102 2 1,2
ds® = R*(t)[ +72dQ%] - g dt
1-er?
sin(x) ,e=1 ,0<x<mw radialer Abstand D := Ry
Mit r(x) = X ,e=0 ,0<x<oo  vereinfacht sich die Notation zu metrischer Abstand Rr

sinh(x) ,e=-1 ,0<x<oo
ds? = R*(t)[dx? + 72 (x) dQ?] - ¢§ dt*

(1)

Hubble-Parameter H(t) = R(D) , v(t) = % =H(t)D(t) ; Geschwindigkeits-Entfernungs-Relation
. . 2
22k de! da™ zeitartig : ds” <0
Geodétengleichung: ar fm—xi =0 lichtartig : ds® =0
da? dx dA . 2
, raumartig: ds®>0
Lagrange II: i[a—L]—a—L—O L—[E]
srange 1% dx LoiF ]~ ek B
. . )\o R(tO) . . .
Expansionsrotverschiebung: * = R(t.) =1+z , mit o - Observation, e - Emission, z - Rotver-
schiebung. ‘ ‘
=:Ho =i—qoHo”
Es ist R(t) = R(to)[1+ 153 [-to]+3 73 [t-t2+0(t-t]*)]
_ . R(t)R(t)
mit dem Hubble-Parameter Hy = H (o), dem Verzogerungsparameter g(t) = _T(t) [q0 = q(%0)]-

1 1
A heiflt Hubble-Zeit; fir [t —to] <« A spricht man von “kosmischer Nahzone” / “kosmischer Nachbarschaft”.
0 0
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In zweiter Naherung ergibt sich in der Nahzone die Rotverschiebungs-Entfernungs-Relation
1
HoD(t()) =CoZ — 5[1 + Q(]]C()Zz +0 (23)

L
Fiir die Leuchtkraft-Entfernung Dj, ergibt sich {iber den Fluss F' = D [Leuchtkraft L] fiir einen radiales Licht
L

[ds? = 0] beobachtenden Beobachter [x = const., ¢ = t] in obiger Niherung
L
F =
4rr2 () R?(to)[1 + z]?

und mit r(x) = x + O (x*) Dy, ~ xR(to)[1+ 2] = D(to)[1 + 2]

1
= HyDp =coz + 5[1 —qO]C()Z2 + 0(23)

ab...
Kovariante Ableitung eines Tensors ) e T = v, T st ein Tensor, der im lokalen Inertialsystem mit

der partiellen Ableitung tibereinstimmt. Christoffel-Symbole: T = % 0™ [Gose + Gmets — Goourn ]

[fa=Ffa s Ton=Th+ 5T s Tom =Tam ~TanTn s Tipa=Thea+ TanThe ~UiaTme ~TeaTs » gani=0 ]

[ =T
Einsteinsche Feldgleichungen: [rein gravitativ! - Gravitationskonstante CCT‘]
R g =T mgs = Tsm,q + Tnsl g = T " s — Riemannscher Kriimmungstensor , Ry, = R%,,,, — Ricci-Tensor
. , . G
R =R', — Ricci-Skalar , G = Ri, - %Rgik + A g;r, — Einsteintensor, k = 87rC(T47 T, — Energie-Impuls-Tensor:
Gik = kTik

Bianchi-Identitéiten G""., =0 , also auch mm., =0
Mit der Robertson-Walker-Metrik ergibt sich:

1 [R _ec®?+R? 3 R ~ 6 [R ec?+R?
RNV:CO2|:R+2.R2 Juvr , Rasa=0 R44:—C(TQE ) R:C(? E"’ R2 v RBon = Rum

1 R eco®+ R? 9 3 eco? + R?
G;u/ = 0072 [—2R - 7R2 + ACO uv Ga4 =0 ) Gy = 0072 R2 -A s Gmn = G"m

Fiir eine ideale Flussigkeit mit Druck p(¢) und Massenvolumendichte p(t) ist nun Ty = D g + [,u + %] Uy Uy und
Co

im Ruhesystem der Materie nach den Einsteinschen Feldgleichungen und 7", = 0 :
[u™ = (0,0,0,c0), [U™U"].ntm = —co>u™ )

2, /2
Friedman-Lemaitre-Gleichung: 3 scoT ~Aco? =kpeyt [Friedman-Gleichung fiir A = 0]
R 24 R?
Beschleunigungs-Gleichung: 2 = + ECOT —Acy® = —kpey?
- . . PR
Energiebilanz-Gleichung: prlp+—|[35=0
Co R

[Wobei von diesen 3 Gleichung im Allgemeinen nur 2 unabhéngig voneinander sind.]

Als dritte Gleichung zur Bestimmung der 3 unbekannten R(t), u(t), p(t) also die Zustandsgleichung: = u(p)

0 , Staub
1

Typisch p=wpcy® , w= 3 Strahlung
-1, Vakuum
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Friedmansche Staubkosmen: A=0 , p=0

. B -
Nach Energiebilanz . _3E ergibt sich eine Konstante fiir die Energie im Kosmos M = R® picy? und ein effektives
I

Meo? 1 . : M
Expansionspotential Uegg = _ 300 R sodass R%=-Usg—cco® . [R2 >0 = IRmax = % fir e = 1]
Losungen fiir ein positiv expandierendes Universum: [Konformzeit n: dn? := C}%z‘(itt)z ]
M M
e=-1: T-= %[cosh(n) ~1] , eoft-to] = ﬂ:%[n —sin(n)]
31T ]° 2
e=0: R(t) = [ ’1 ] [co[t- to]]g Einstein-de Sitter-Kosmos
wM wM _
e=1: R= T[I—COS(U)] , Co[t—to] :i?[ﬁ—sm(ﬁ)]

[Urknallmodelle mit R(to) =0 ; anfangs alle Modelle R(t) o< [t — to]%.}

3H? 3H?
= = lirit  ; damit definiert sich der Dichteparamter € := H

Fiir € = 0 ergibt sich die Dichte zu pu = =—
ket 8@ Mkrit

[Wobei nach heutiger Messung Ho » 70 SK/};C und somit  fikrit,0 & 5,5% ]

Das Weltalter: . 1 0 h( 2 - ) .
. - arcos JE=—
ti1, - Hubble-Zeit -9 21-0,° Q /)
t ) R R 2
to:/odtexp.:[Jnlv.f UidRStgubii[ O;dR: tHog ’5:0
0 0 R Ho R() 0 /1_90"'90% : 0 - )
0 — 39
t, - arccos( ) ,e=1
0[1—90 21" Qo

Die Hubble-Zeit entspricht dabei gerade dem Weltalter fiir ein linear expandierendes Universum [R(t) = Rot].

Fiir Staub [p = 0] ergibt sich auflerdem: _ 1[1 B 1] [Mattig, 1958]
2 2
—_—
200[[1+z]—\/1+z] wco[z+i22+(9(z3)] ,s:O[:qO:%]
HoDyp =
c 1
qo—oz[qoz+[1—qo][1—\/1+2qoz]] mcoz+§[1—q0]0022+(’)(z3) e=1 [:>q0>%]

[Rotverschiebungs-Entfernungs-Relation fiir die Leuchtkraftentfernung - vgl. oben]

1
Friedmansche Staubkosmen: A=0 , p= 3 ey’
. B }
Auch hier ergibt sich mit der Energiebilanz . _4E eine Konstante fiir die Energie im Kosmos A = R* jico? und
5 H
KkAcy? 1 o ,
Uet = — 30 o mit wiederum R? = - off — 5002 _
Losungen fiir ein positiv ALt -to]? +2 /% co [t~ to] e=-1

expandierendes Universum

mit Urknall [R(to) =0]: R(t)*=1{ 9,/ KA co [t —to] e=0
3 b

A
—cg[t—t0]2+2\/%co[t—to] e=1

[Urknallmodelle mit R(to) =0 ; anfangs alle Modelle R(¢) o< [t —to]

M

]
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1 1
Mit dem Stefan-Boltzmann-Gesetz erkennt man: peg? o< T | peg? o =i = T o = = “heifler Urknall” .

Der Kosmus ist dabei weder ein reiner Staub-, noch ein reiner Strahlungskosmos:

4 3 4 2
g2 _ fico Ro”  staub , 0" Serahlung | _ €C0
- 3 10 4 0 2
3 R R R

Astronomische GroBen: [1pc =3,0856776-10"% m]

L W
Leuchtkraft-Entfernung Dy [m], Leuchtkraft L[W], bolometrische Flussdichte F' = D2 [—5] , GroBenklasse m
Ty, m

2
F —[mg —m] 5. (L1 Drs

ol (1) ol 32)
2 <~ ma — My 9 g L, g Dy4

Dps
10pc
Sterne, deren absolute Helligkeit bekannt sind heifilen “Standardkerzen” [Cepheiden, Supernovae].

Standardentfernung Dy := 10 pc , dort absolute Helligkeit M = my — 51g( ) , Entfernungsmodul msy - M

Cepheiden: [GroBe Magellansche Wolke [LMC]: o = -2,765, mo = 17,044, Dy, = 50,1kpc + 3,1 kpc]

P
Perioden [P]-Helligkeits [m]-Beziehung: m = Ulg(g) +mg

Mit der Annahmne, dass dies iiberall im beobachtbaren Kosmos [i.e. V7, Vt vor heute] gilt, ergibt sich:
M = alg(g) - 5lg(%;c) +my
Supernovae Ia [SNe Ta]: Myax = -19,52 + 0,07
Es gibt verschiedene Pulsationsverénderliche, z.B.: M5 cepheiden ® MW Virginis — 1,9

In Beobachtung kosmische Zeitdilatation: Aty = [1 + z]At,

Mit der Ndherung obiger Mattig-Formel ergibt sich fiir Friedman-Kosmen: ~ 1,086 [1 - qo]z

Co 2 Hy ( 1 )
=51 M+25-5lgl —— 5lgl1+=[1-
m g(km/s)+ ’ g(km/(sMpc))+ g\ L+ 3l -l

8mhcg 1 v1? 1
Plancksches Strahlungsgesetz:  px(A,T) dX = v Ee dA < p(v,T)dv =8nh|— i dv
exksT —1 ol kT _1
h
Die jeweiligen Maxima sind: iiber A bei  Apax = o , mit W(--%)+3w~2,821439

[W(=%) +31kaT

[(W(-%)+5]knT
h

iiber v bei  Vyayx = , mit W(=)+5~4,965114
e

und der Lambertschen W-Funktion W(z) [z = W(z) M () , z€C]
Bei Expansion gilt dp, =dp,o[1+ 2]4 )
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Mit Ty = 2,725 K der Hintergrundstrahlung heute ergibt sich fiir die bolometrische Energiedichte

8 kT eV
L e =026
15 [hCO] cm
[Entsprechend  puro = =% = 4,64-107! -5 =2,8.107 "2xgen und also Qpo = =5,04-107°]

Mkn

d kpT
Aus dn= h—e ergibt sich die Anzahltdichte der Photonen zu ng = 167r[ ]f 0
v €o

] ((3) = 410,5
cm

Riemannsche Zeta-Funktion ((z) [((z) = . L

, z € C mit Re(z) > 1]
=1 k®

Mit der kosmologischen Konstante A:

. . . eco® + R 2 4
Friedman-Lemaitre-Gleichung: 3 R Acy* =Ko
R eco®+ R?
Beschleunigungs-Gleichung: 2 R + OT ~Aey? = —kpey?
>0:bremst Expansion
. /_’%
R mco‘1 Aco2
= —== W+ 3—
R 6 C() 3
>0:beschleunigt Expansion
Der Einstein-Kosmos: [“matter without motion” - statisches Universum]
Annahmen: p=0,R=0,R=0,p+0
2
= E_A 0 , 2ﬁ—/\:/@,u00

1 2
= A= —kruco’="Ag , e=+1 , R=y/—— = Rg
2 V rpco?

Fiir die gesamte Masse ergibt sich dann mpg = 272 Rg> .
———
Volumen einer 3-Sphére

[fiir o= 5-107%° E5: Ag =4,7-107%° 2, R = 4,7Gpc, mgp = 1,6- 102100

Friedman-Lemailtre-Kosmen:

Annahmen: Staub-Kosmos p=0, A #0 [keine Strahlung]

==Uest

T2
kM cq
— AcozR2 —eco?

i -
3 R 3

A
Man sieht: fiir R—0: Rocts , fir R—> o0: R o e\/;cot
Fiir € = 0 ldsst sich das Ergebnis zu folgendem bestimmen:  R(t) = / % sinh? (%\/ 3A scot)

A 2 2
Mit Qpr = uiit i;(gu, Qp = 3;;2 , Q= ch [7E ldsst sich auch schreiben:
1
Friedman-Lemaitre-Gl.: 1 =Qp;+Qp +Qx , Beschleunigungs-Gl.: 0 =g+ = [Qk 1+3Q4] = q= §QM—QA.

[Heute beobachtet: Qxo~0,7 |, Qupo~0,3 , Qg ~0[+0,02] = ew0,q~-055,Ag~1,2-10752 ﬁ

Wobei Q]\40|Sichtbare baryonische Materie N 0’04’ QJWO|dunkle Materie ~ 0726]
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. _ . 2 1 . Qa0 9
Fir =0 ergibt sich das heutige Weltalter zu: t5=—-— arsinh . ~13,5-10% a
; ’ T T o ( 1—%) | |

de Sitter-Kosmen: [“motion without matter” - materiefreies Universum]

Annahmen: p=0 , A=#0

= Friedman-Lemaitre-Gl.: R? = %ACQQRQ —eco?

A
Losungen: e€=0: R=Ry e\/;cot ; e=-1: R= \/isinh (\/§Cot) ; e=1: R= \/ECOSh (\/?Cot) .

Horizonte im Universum:

Konformzeit: R?dn? L co2dt? = ds® = 0= R?[dx? - dn?] radialer Lichtkegel: x = +n+1n;

to Codt _ )
ti R T

Hubble-Kugel:  Fluchtgeschwindigkeit eines Objetks v in Entfernung einer Hubble-Linge Dy = %0 ist w(t) =co

Der Teilchenhorizont von Beginn zu ¢; und Beobachtung zu #g: XP =

Fir R(t) = K[cot]* , K =const., «€(0,1) und e =0 findet man:
- Urknall bei t =0

to d[eot to]*!
- endlicher Teilchenhorizont x, (o) = f > _dleot] = Leoto]
0o |K[eot]®| K[1-«]

t
- Hubble-Grofen: H=2 | Dy=2
t «
1 _
- radiale Horizontentfernung zu to: Dy (to) = R(to) xp(to) = —Dn, mit g= -
q a
- Teilchengeschwindigkeit am Horizont: vg(to) = Ho Dp(to) = “© [mit ¢ < 1 fiir o> 1]
q

va > g ist kein Problem, da vg nicht beobachtbar.
[Einstein-de Sitter-Kosmos: a = %}

Die Rotverschiebung der am weitesten entfernten noch beobachtbaren Lichtquellen ergibt sich zu zpax = Qa1 -1 .

Lokale Lichtkegel:

Fiir radiale Lichtgeodaten ist ds? = RQdX2 - co2dt*  und somit col
D DH -
d . dR N dx I +1 R4
dleot] |, Y dleot] ~ dleot]], o \Q&
N—— Z ;\ — -
+1
P+
Néhert man den Verlauf lokal mit einer Geraden, so gilt allgemein D
cot =D+~ mit 8= o =:tan (¢y) .
d[C(]t] +
statischer Kosmos: H =0 db ==1
d[Cot] i
dD 2D
Einstein-de Sitter: |
instein-de Sitter dleot]|, " Beot +




