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f beschrankt und stetig auf [a,b] = f € R([a,b]); f monoton und beschrinkt = f € R([a,b]).

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung;:
f :la,b] = R sei Riemann-integrierbar, ® : [a,b] — R stetig auf [a, b] und Stammfunktion von f:

:>/ f=o(b) - d(a) (= [ )
He) a(x
Daher gilt: ( /. f(t)dt> = L 1P 0) - Fa@)] = F06) 2~ fla() 4D,

Auferdem: o f,g € R({a,b]),\,pu € R = Af+ug € R([a,b]) A [o (Af + pg)de = X [ fdetp [ gde  (Linearitit)
o f,g€ R([a,b]) : Vx € [a,b] : f(z) < g(x :f fdx<f gdx
o feR([a,b]):c€(a,b)={f € R([a,b]) & f € R(la,c]) A f € R([c,b])}

NI fdo = [7 fda+ [ fdo )

[ f stiickweise stetig auf [a,b] (d.he: [a,b] = 1 U...UIL, : I = [xp—1,2k] : VkE = 1,...,m = [ stetig auf ?k und
Flimg 0y 0 f(z) : VE=0,...,n) = f S R([CLbD

da:‘<f \f(2)|da

o £ R(ja,b) = |f] € R([a, b))

N

o frge R(lab) = f-g € R(la,b) A [} 1£(@) - g@)ldz < (f] 1f(@)2dz) " (] lg(@)Pde)
o f:]a,b] = R stetig auf [a,b] = {f |f(z |dx:0<:)f:0}auf[a,b]

o f:]a,b] —> R stetig auf [ ,b] und beschrénkt; dann besitzt f eine Stammfunktion; diese ist gegeben
durch F(z) = [ f(t)dt (F(a) := 0,z € [a, b])

Mittelwertsatz der Integralrechnung:

b
fyg:[a,b] = R stetig, g(z) > 0 auf [a,b] (0.B.d.A) = 3¢ € (a,b) /f )dx:f(f)/g(x)dx
Insbesondere fiir g(x) =1 gilt: 3¢ € (a,b) / flx)dz = f(&)-(b—a) (d.h.: bia /bf(m)d:c = f(&)).

Integralmittelwert

Satz von Taylor: Seien m € Ny, f : (a,b) = R (m+1)-mal stetig differenzierbar und z, z € (a,b), dann gilt:

() (g x
f(x) _ Z f k(‘ O) (m _ l’o)k + %/ (x o t)mf(m+1)(t)dt.

k=0 0
T, () Em (@)
L i (g (m+1) : . :
agrange-Restglied: R, (x) = m(x — Zo) , wobel &(xg, ) zwischen x und xg liegt.
m !

Das Restglied gibt dabei den Approximationsfehler bei Approximation einer Funktion f mit T}, ¢(x) an

c = O (|2 — x|™)  fir &z = xp (dh: Ll <o
= |f(2) =T f ()] < |[Rm(z)] < 7"1-_1- |(m+1) — ( | ) \‘R (0|)‘+ )

le—ao|™
f e C™ ((a, b)) , d.h. f ist beliebig oft auf (a,b) differenzierbar, und X, X € (a, b), dann gllt

> ¢(k)
=) st ) =0

k!
k=0

$k

oo
“Taylorreihe” Ve € (—1,1] : In(z + 1) = Z(*l)wrl A

k=1
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Numerische Integration:

Riemann’sche Zwischensumme: Z = {I3, ..., I,,} Zerlegung, & = (&1,...,&,) mit & € I, (k =1,...,n), f : [a,b] = R

beschrénkt; dann heift S(f, Z,¢) = Z f(&) (2 —xp_1) Zwischensumme. Dabei gilt: S(f, Z) < S(f, Z,¢) < S(f, Z).
k=1

Sei f € R([a,b]), dann gilt:
b
1. Sei (Z,,) eine Folge von Zerlegungen, lim d(Z,) — 0, £ ein n-dimensionaler Vektor = / flx)dx = lim S(f,Z,£").
n—oo a n—oo

i Sk
2. / f(z)dx = nh_)rrgo - Zf ( )
:=Sny

3. f:]a,b] = R Lipschitz-stetig auf [a,b] (dh. 3L > 0:Va,2’ € [a,b] : |f(z) — f(2')| < L|z — 2'|)
= |0 f(@)da — S| < KA,

Lipschitz-Bedingung ist erfiillt, wenn f auf [a, b] stetig differenzierbar (< f e ¢* ([a,8])) ist.

b n
All in gilt: dx = .
gemein gi /a f(z)dx Z e f(&k)
k=1 Gewichte
Trapezregel: f : [a,b] — R 2-mal stetig diff’bar, |f"(z)| < C, h = =2

/fdx lz +<Zf(a+ih)>+f(2b)

Simpson-Regel: f : [a,b] = R 4-mal stetig differenzierbar, |f""(z)| < C, z; = a +ih (i = 0,1,...,n), h = =4

/ fdx—f )+f(b)+2§:f(xi)+4¥f<xi_l2+xi> (b—a),
Kurven:

Darstellung: t — z = ®(t) = (®1(¢), ..., P, (1)) € R”
Beispiel Kreis:

e implizit: 2?2 4+y*=a®> < F(z,y) =2 +¢y>* —a®>=0
explizit: y==+va?2 —122, —a<z<a (~y=f(x), a <z <b)
Parameter: x = a-cos(t), y = asin(t), 0 <t < 2«
Polarkoordinaten: r =a (~7=f(p),0 <o <2m)
inC: 2(p)=a-e?, 0<p<2n

Sei @ : [a,b] = R" ={(21,...,2n) 1 x; € R}, (n = 2). (1) = (P1(?), ..., Pu(t)), wobei @; : [a,b] = R (j =1,...,n).

3
S g0

<
~ 2880n*

D, (1) n 3
. . Ny .
Wir setzen ®(t) = , ®,(t) = d#p || (t) ( E [ } > heifit Lange des Vektors ®(¢).
o, (1)

® : [a,b] — R™ heilt Weg < ®; stetig auf [a,d], (j =1,...,n).

®(a) heit Anfangs- und ®(b) Endpunkt des Weges.

® heifst geschlossen < ®(a) = D(b).

® heifst Jordanweg < @ ist injektiv auf (a,b).

® heikt glatt < @ ist stetig differenzierbar auf [a, b] (® € C*([a,b])).

® heifit stiickweise glatt < 3 Zerlegung Z = {1, ..., I;} von (a,b), so dass ® : I, — R" ein glatter Weg ist (k = 1,...,1).
Ein glatter Weg heiRt reguldr < &(t) # 0 auf (a,b).

I:=®([a,b]) = {®(t) : t € [a,b]} heift die von P erzeugte Kurve. ® nennt man Parameterdarstellung von I'. (Schreib-
weise: (T, @); die Begriffe “glatt”, “stiickweise glatt”, “Jordan” und “regulér” {ibertragen sich auf Kurven.)

i=1

®(t) # 0 = ® ist Tangentenvektor an I' und ||<I>E O)II ist Tangenteneinheitsvektor an (I, @) in ®(¢p).
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Zwei Wege @ : [a,b] — R™ und ¥ : [¢,d] — R™ heifen &quivalent < 3h : [a,b] — [c,d] stetig differenzierbar und
bijektiv mit 7(t) > 0 auf [a,b], so dass ®(t) = U(h(t)), t € [a, b].

Aquivalente Wege beschrieben die gleiche Kurve (®([a,b]) = U([c,d]) = I') bei gleicher Orientierung (wegen A(t) > 0).
Der Tangenteneinheitsvektor ist unabhéngig von der Auswahl der Parameterdarstellung.

Sei @ : [a,b] — R™ ein glatter Weg, Z = {I1, ..., I;} eine Zerlegung von [a,b] und V (@, Z) Z [|D(t; —1)]]
1

l n 2
= Z (Z (@ (t;) — @k(til)]2> ; dann heiflt L(®) = sup V(®,2) / ||®(t)||dt Linge des Weges.

k=1
Sind @ : [a,b] = R™ und ¥ : [¢,d] — R™ dquivalent, so gilt: L(®) = L(¥).
(T, @) sei eine glatte Jordankurve :> L(T") = L(®) heilt Bogenlidnge von T'.

Ist ® stiickweise glatt = L(P Z L(®

Daher gilt fiir Kurven in der Ebene:
e explizite Darstellung: y = f(z), a <z < b, f € C*([a,b]) und T = Graph(f)
b

;»L(r)—/ 1+ [ () de.

e in Polarkoordinaten: r = g(p), a < ¢ < b, g stetig differenzierbar und Jordankurve (— injektiv)

n= [ % (o)dg.
Uneigentliche Integrale:
b
1. f:(a,b] > Rmit f € R([a+¢,b]) : V0 <e<b—a: / f(x)dx = lim f( )dx

E*}O+ ate

b
f x)dz heift konvergent < 3 lim f(x)dx; sonst heiftt / f(x)dx divergent. (Analog fiir [a,b).)

EHO+ a+€
2. f [CL OO) — R mit f S R([a T‘)) Vr > a: / f dJU = hm f( )dl‘ (falls existent; analog fiir (—oo, a], Konvergenz
und Divergenz analog zu 1.)).
3. f:R— Rmit f € R([a,}]) : V— oo<a<b<oo/ f(z da:—/ f(z dx—l—/ f(z
4. /f(x)dx (I, f wie oben) heifit absolut konvergent < / | f(x)|dx konvergent.
I I

F : (a,b) — R monoton und beschrankt, dann gilt (insbesondere): lim F(z) € R und 3 lim F(z) € R.

T—aq r—b_

Majorantenkriterium: 0 < f(z) < g(x) auf I: H/g(x)dx = H/f(m)dx < /g(m)dm.
I I I

/f(x)d:z divergent = /g(x)dx divergent.
I I

Aus absoluter Konvergenz folgt Konvergenz; d.h. 3 [, |f(z)|dz = 3 [, f(z)dz und | [; f(x)dx| < [, |f(z)|dz.

Integralkriterium fiir Reihen Ly 1y 1
meN, f:[m,o00) = [0,00) monoton fallend und nicht negativ, dann gilt: foooza TETg Vs
o0 oo IA mlada:——:V1<a<oo
| s <00 e 3 1) <. [ et
" - 0o [ mde =7
Gammafunktion: I'(x) : (0,00) — (0, 00) mit I'(z) = / t* e tat. I bin(l)d _ g
0 (o9} 11
Es gilt: ['(z) > 11, h%l I'(z) = 400, li_>m I'(z) = +o0. I s (m)ldx =
— + x (o] [e's) —’L'
AuRerdem: I'(1) =1, T(z + 1) = z - ['(2), Jose™ " dw < o0

T € C%((0, 50)) mit 1) = / #7=Te=t [In(t)]’ dt j € N und T'(z) ist konvex.
0

L(3) =V
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fj+1 =R, j€No, I CR Intervall und (f;); Folge, baw. > f;(
(z € R fest = f;(x) Folge und Z f; unendliche Reihe), dann? ™"

j=0

1. (fj); heift punktweise konvergent auf I < Vr € I:3 lim f;(z) €

]—)OO

2. Z f; heift punktweise konvergent < Vx € [ : 3 hrn Z fi(z
7=0

Gleichmifiige Konvergenz:

1. f; konvergiert gleichméfig nach f auf I < lim <sup |fi(z) —

J—=o0 \zel

o0

2. E f; konvergiert gleichméfig nach f auf I & lim
— n— 00
i=

xzel

= Approximation von f durch f;:

Cauchy-Konvergenzkriterium fiir gleichméfige Konvergenz:

x) Reihe von Funktionen

eR 5 SRR

)

mﬁ@—ZE@I=0

Ve >0:3j(e): Yo e I:Vj>jle): |f(z) — f;

B
U ]
3]

o
w -

I'(z) im Reellen
0.

(.’E)| <e (analog fiir Reihen).

Es sei (f;); eine Folge von Funktionen f; : I — R, die gleichméfig auf f konvergieren, dann gilt:

df und lim f;(z) =
j—00

Weierstrak-Konvergenzkriterium:

f(z) gleichméfig auf I < Ve > 0:3j(e) : V5, k > j(e) : sup|f;(z) —
zel

fk(x)\ < €.

Essei f; : I = C,j € Ny und Vj € Ny : 3¢; > 0, so dass sup |fj(x)] < ¢; (c; ist Majorante von |f;]) und ch < 0

xel

o0
(konvergente Majorante) ist; dann ist Z fi(z
§=0

fi 1 = C,j € Ny, stetig in 2o € I und f; —) f gleichméfig auf I
= f ist stetig in .

T—rTo J—>00 J—00 T—XTo

Gmmmm»wmmmw

Analog gilt fiir Reihen: f; stetig in zo, Z 1
§=0

= f gleichméfig konvergent

auf I = f ist stetig in xg.

& lim D fia

o
E [ lim f
T—)To

Jj=0

(j—o00)

fj : [a,b] — R riemann-integrierbar auf [a, ] (Vj € Ng) und f;
gleichméfig konvergent auf [a, b]:

L 30 f@)  de=limye [0 f(x)de
limj o0 fj()

2. xo € [a,b] fest: Fj(

f

konvergent auf [a, b].

Jj=0

) absolut konvergent und gleichméRig konvergent auf I.

gleichméfig konvergent:
ij auf [a,b] C (—1,1)

J

ix—'—e auf R;

im0 7

o0 .

Z bmg ) auf R

=

> (agl+ ;1) < 00 =
§=0

Z(aj cos(jz) + b;sin(jz)) auf R.

<.
Il
<)

/ f;(t)dt Stammfunktion von f;, x € [a,b] = Fj(z) = F(x

(= f € R([a,b]))

/ f(t)dt gleichméRig

o'} b
fi € R([a, b)), ij = f gleichméRig konvergent = f € R([a,b]) und / ij dr = Z [/ fjdatl.

J=0

7=0

-

o
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fj : (a,b) — R stetig differenzierbar auf (a,b), f; M [ gleichmiRig konvergent auf (a,b), f; L) g gleichmé-

ig konvergent auf (a,b) = f ist differenzierbar auf (a,b) und f' = g.

fj + (a,b) = R stetig differenzierbar auf (a, b) Z f; = [ gleichméfig konvergent auf (a,b), Z fJ’- = g gleichmaélbig

7=0 7=0
konvergent auf (a,b) = f ist differenzierbar auf (a,b) und f' = g.

Potenzreihen Zak(m — 20)*, ar, € R(C), 2,29 € R(C); diese ist absolut konvergent (nach Wurzelkriterium) falls:

k=0
lim /|ag||z — zo| < 1.
k— o0
0 , falls lim {/]ax| = oo
k—oo
1 Tk /T
, falls 0 < klggo jak| < oo heifft Konvergenzradius der Potenzreihe.

R= klim Y ag]
— 0
00 , falls klim Y ag| =
— 00

Es gilt: -
o |z —1x9| <R= Zak(x — x0)" ist absolut konvergent.
k=0
o [z —x9| > R= Zak(x — 20)¥ ist divergent.
k=0
o Y07 an(z—x0) ist gleichméiﬁig konvergent auf jedem Intervall [a,b] C (zo—R, zo+R).
Sei R > 0 Konvergenzradius, f(x Z ap(z — z0)" fir z € I = (xg — R, zp + R), dann:
k=0
e [ ist auf I beliebig oft differenzierbar: fU)(z Zakk —D(k=2)--(k—j+1D(z—20)7, jeN

(absolute Konvergenz auf I, gleichméRige Konvergenz auf [a,b] C I;

fm(mo) )

insbesondere gilt: ) (z0) = a; - j! < a; i

oFurallexGIgllt/f t)dt = Z/ ag(t — xo) dt Zk+1x_x0)k+1

(absolute Konvergenz auf I, glelchmafélge Konvergenz auf [a b C1.) ! )2 =%k
x
2k+1
arctan(z) = Y (i |
Fourierreihen (=) Zk*O( 2 2k+1
™ 0 ,k#I
(1)/ cos(kz) cos(lx)de =< 2m ,k=1=0
- T L k=1>1
o . 0 ,k#I1 T .
(2) sin(kx) sin(lz)dr = o kel—12 (3) cos(kzx) sin(lz)dr = 0 : Vk,l € Ny
Sei f stetig, 2m-periodisch und f(z) = Z ay, cos(kz) + by sin(kx)] gleichméfig konvergent, dann:
k=1

e ar =L [T f(x)cos(kx)dx, k € No,
o by =2 [T f(x)sin(kz)dzr, k € N.

Dies kann man verallgemeinern: sei f € R([a, b]), 2m-periodisch:

o a— l/ () cos(kz)da, k € No;
71T o) heiften Fourierkoeffizienten von f.
o by = 7/ f(z)sin(kz)dz, k € N.

% + Z ax cos(kx) + by sin(kx)] ~ f heifit Fourierreihe (Fourierreihenentwicklung) von f.
k=1
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= (z1,....,2,) ER" ||z|| = (z12 + ... + :z:n2)% heift euklidische Norm.
“Abstand™ z,y € R" : d(z,y) = ||z — y||-
§>0:2%=(2,...,20) : Ks5(2°) = {z € R" : ||z — 20|| < 6} ist offenen “Kugel” um z° mit Radius é.
Skalarprodukt: z,y € R" : (x,y) = ixjyj.
j=1
Es gilt: ||z]| = (x,x)é und [{z,y)| < ||z|| - ||y|| (Cauchy-Schwarz-Ungleichung).
n=2,3= (,5) = llal| - ly] - cos(a).

Dreiecksungleichung: Vz,y € R" : | [lal] — [|y/| | < [l £ || < ||| + |1yl

1< i
VxER”;fZ|xj|§||xHSZ|mj\ und  max |z;| <|lz|| <v/n max |zl
n j=1 i=1 j=1,...n j=1,...,n

(:cj)j Folge im R", 29 = (27, ...,23),j € N, x = (21, ..., x, ), dann gilt:

1. lima/ =2 € R" & Ve>0:3j(e) : V) > j(e) : |27 — || <& dann heifit (27); konvergent.

J]—00
2. (27); heikt Cauchy-Folge < Ve > 0: Jji(e) : V4, k > ji(e) : |[27 — 2F|| < e.
Es gilt: lim P=reVl= 1,...,n: lim .CC? = I (jede Koordinate konvergent!).
‘ j—o0 . j—o0
(27); ist konvergent < (27); ist eine Cauchyfolge.
Sei M C R"™ eine Menge, dann heifst:
0
1. 2% innerer Punkt von M < 36 > 0 : Ks(xp) C M. M ist die Menge aller inneren Punkte.
2. y € (R"\M) duferer Punkt < 35 > 0: K;(y) C (R"\M).
3. z € R® Randpunkt von M < V§ > 0: 3z € (Ks(x) N M) ATy € (Ks(z) N (R™\M)).
Die Menge aller Randpunkte heifst oM.
0
4. M offen & M =0V M= M.
5. M abgeschlossen < R"™\ M ist offen.
6. M = M UOM Abschluss von M.

M C R™ ist abgeschlossen < Fiir alle Folgen (z7); aus M mit lim 2/ = x € R™ ist z € M.
B — j—o0

_ 0
M und OM sind abgeschlossene Mengen und OM = M\ M.

Beliebige Vereinigungen und endliche Durchschnitte offener Mengen sind offen.
Beliebige Durchschnitte und endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

m K1(0) = {0} ist abgeschlossen. U K5(0) = K1(0) offen.
JjEN ! 0<6<1
M C R™ heift beschrinkt < 3r > 0: Ve € M : ||z|| < r.

Bolzano-Weierstrafs: M C R" beschrinkt = Jede Folge aus M besitzt eine konvergente Teilfolge.

M C R™ heifst kompakt < Jede Folge in M besitzt eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M.
M C R™ ist kompakt < M ist abgeschlossen und beschrankt.
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[:Q—=R™ QCR", (m,neN):
20 Q) e R™: limy p, f(2) =9° &  Ve>0:30>0:]|x—20<d:||f(x)—1° <e.
20 € Q; dann heifit f stetig in 2° & limg_,0 f(x) = f(20).

fl(x) yg
flz) = f2() , wobei fr : Q2 = R:Vke {l,...,m} und y° = Y2
fm (@) Yom

lim, .0 f(z) =9y & Vk=1,...,m:lim, .0 fi(z) =y}
fstetigin2® € Q &  Vk=1,..,nist f; stetig in 2°.

lim, .0 f(x) =14 & fiir alle Folgen (z7); aus Q mit lim;_ o 2/ = 2% gilt lim; 0 f(27) = 3°.

f,g stetig in 2°, A\, u € R = Af + pg stetig in 2°.
f:Q—=R™ Q CR" stetig in zg € , = o ist stetig in u?
0:G—=QGCRP,peN,pu’) =2z" und ¢ stetig in u° € G ¥ 18t Stetig tn

f,9:Q — R stetig in 2° = f - g stetig in 20, g stetig in 20 (g(z) # 0).

g:Q — R stetig in 2°, g(z°) > 0= 35 > 0:Vz € (Ks5(z°)NQ) : g(x) > 0.

f:Q — Rstetig in 2° = ||f|| : @ — R ist stetig in 2°.

f heiRt beschrankt < f(Q) = {f(z) : x € Q} C R™ beschrénkt. £(£2) heifit Bild von €.

Satz von Minimum und Maximum: K C R" sei kompakt;
1. f: K — R™ sei stetig auf K = f(K) C R™ kompakt.

2. f: K — R sei stetig auf K = f ist beschrankt und Ju,v € K : f(u) = 1£]f((f(ﬂc)) und f(v) = sup(f(x)).
£ zeK
Satz von gleichméfiiger Stetigkeit:
Es sei K C R™ kompakt, f: K — R™ stetig auf K = f ist gleichméfig stetig auf K
(dh:Ve>0:360>0:Vz,z' € K:|lz —2'|| < = ||f(z) — f(2)]] <e).

Stetigkeit der Umkehrabbildung:
Essei f: K — R™, K C R" kompakt, f stetig auf K und es existiere f~!: f(K) — K = f~1 ist stetig auf f(K).

Q C R™ heifft zusammenhingend < fiir alle Punkte x,y € Q existiert ein Weg in €2, der z und y verbindet.
(d-h.: 3P : [a,b] — Q stetig auf [a,b] mit ®(a) = z und P(b) = y).
Q C R™ heiflt Gebiet < ) offen und zusammenhéngend.

Sei 2 C R™ ein Gebiet, f : Q — R stetigauf Q, u,v € Qund yo € R : f(u) < yo < f(v) = 20 € Q: f(2°) = yo. (ZWS)

Q=R QCR”offen, z = (21, ..., x,) €

1. ¢/ =(0,..,0, _1 ,0,...,0) heift Einheitsvektor in z;-Richtung (j = 1,...,n).
j-te Stelle

heifit partielle Ableitung von f nach z; in z € Q.

(Schreibweisen: % =0u,f=0;f =Djf = fu,....)

2. f heit partiell differenzierbar in x € Q < Vj € {1,...,n}: 3%(@").
Wir setzen Vf(x) = (01 f(x), 02 f (z),...,0nf(x)) Gradient von f in z € Q.
iy 1020~ 160

_ _ of _
3. v= (Vi) V|| =1 = 5L (2) = lim

heiftt Ableitung von f in Richtung v im Punkt z € Q.
(Richtungsableitung)
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Q C R” offen, 2° € Q, f: Q — R heikt total differenzierbar

& Ja=(ay,...,a,) ER": f(z) = f(2°) + a(x —2°) +R(z), wobei lim _R@)
—— z—x0 ||I*IOH

=0.

Skalarprodukt
Auferdem gilt:

1. f total differenzierbar = f stetig in x°.
2. f total differenzierbar = Elg—z(xo) = (V) (") v (lv]| =1)
3. f total differenzierbar = a = (Vf)(2°) = (01 f(a?), ..., 0, f (2°)).
f differenzierbar in z°, dann gilt:
V(=) of ( V(%)

af . O . . . —
( 0) ist max1mal(:>y—W, 55 (x ) ist mlnlmalﬁy——m~

Q C R" offen, f: Q — R differenzierbar in 2° € Q; ¢ : (a,b) — Q mit ©(t) = (p1(t), ..., Pn(t)), ©(to) = 2° mit ¢;
differenzierbar in to fir j =1,...,n;

=34 )(to) = Z 87]0 9(to) = VF(a°) - p;(to). (Kettenregel)

f: Q=R QCR” offen:
1. f stetig differenzierbar in 2° & 1.35 af ( ) fiir # € Ks(2°) C Q undj =1,...,n
2. af stetlg in 20 fiir j =1,.
2. feC(Q) & f stetig auf Q.
3. feCN(Q) & Firalle j=1,...nist 2= € C(Q).

Q) C R" offen, f:Q — R" stetig differenzierbar in 2° = f ist total differenzierbar in x°.

Insbesondere ist dann f auch stetig in z°.

Q C R™ offen, f: Q — R differenzierbar in (zg, yo):
1. Die Ebene, gegeben durch z = f(zg,y0) + g—i(xo,yo) (x—x0) + g—i(xo,yo) - (y — yo), heikt Tangentialebene
an den Graph(f) = {(z,y, f(z,y)) : (z,y) € Q} im Punkt (zo, yo, f(z0, y0))-
(_fa:a _fya 1)

2. Der Vektorn = +————> "
(= far = fy, DI

(20, yo) heiftt Normaleneinheitsvektor an den Graph(f) in (zo, yo, f(zo, Yo))-

nl Tangentialebene.

f:Q—=R, QcCR"” offen, 2° € Q:

7n 6 87}7 1
1. me N7 ] = {1,,71} Oz ;{;(.’E ) al, [5‘x mfl
J J

22.meN,je{l,..,nhl=1,...m: Dy i f(@) =[Dj, (..(Dj,(Dj )] (z°) heikt gemischte Ableitung
der Ordnung m.

} (z°) heift Ableitung der Ordnung m von f in Richtung ;.

olol f

3. a=(a1,...,an) €ENg" | |al := a1 + ... + ap: D f(2°) = W@O) = [D, " (.. (D22 (D1 f)))] (7).

Satz von Schwarz:

QCR"offen, f: Q= R,2°€ Q. 5,k e {1,...,n},j # k:
3D; f und 3Dy f in Ks(z%) C . T 0
EDJ(Dkf) in K(S(m()) C Q, stetig in SCO = H[Dk(D]f)](x ) - [D](Dkf)](x )

m € N, C R" offen, f: Q — R heifst m-mal stetig differenzierbar auf Q (f € C™(Q))
< 3 sdmtliche partielle Ableitungen der Ordnungen < m und diese sind stetig auf Q.

Cm(Q)={feC(Q):ID*f € C(Q) :Va: |a| < m} Mbglichkeiten der partiellen Ableitungen: —-ol — = 1o,

atlag!ay,! a!l
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Laplace-Operator: A = Y7 | (%

feCi(Q),Ks(z%) c Q:
Vo€ Ks(2%) : 3 :0 <9 <1: f(x) = f(xo)+Zajf(x0+19(x—m0))($j —z;°) = f(a°) + V(2 +9(z —2°))(x — 2°).

j=1
Taylor: f € C™1(Q),m € Ny = 3K;(2°) : Vo € Ks5(2°) C Q:

a SL’O « (EO x—{EO
f(l’): Z D f( )(x_l,O)a_’_ Z D f( +19( ))(x_l,O)a

al a!
|a|<m |a]=m+1
=T f(x) =R (x)
mit o = (a1, ..., ), al=ail---a,!, o =a1+ ... +an, (@—2°)%=(z; —2°)* (2, —2°,)%".

Insbesondere gilt dann: Ty, f(2°) = f(2°) + Vf(2°) (2 — 2°) + Z w(m — 2> L+ Z %@(m —20)*,

a!
|| =2 la]=m
2 0 0 R(z)
n 1 n n
@) = F) + D05 F () (s —a) + 5 Y0 D050k f(a”)(wj — 2%))(wk — 2%%) + R(x);

i—1 j=1k=1

- 0101 f O010of ... 010nf

! 0201 020of ... O20,f

Mite = | : |, a'=[z1..x,], Vf=[0:f,...,0nf], Hesse-Matrix von f : Hf = _ _ ] i
o Onrf OnDof ... Onnf

Fla) = £ + V)@~ a%) + 50 — o) HF (@) (x — ) + R(a).

fe CQ( ) = Hf ist eine symmetrische n x n-Matrix.
q(x —2°) = (x — 2°)t Hf(2°) (x — 20) ist eine quadratische Form.

f: Q=R QCR” offen:
(1) f hat ein (isoliertes) lokales Maximum in z° 1< 3§ > 0: Vo € Ks(2?)\{2°} : f(x) < f(20).
(2) f hat ein (isoliertes) lokales Minimum in 2° :& 35 > 0: Vo € Ks5(2°)\{2°} : f(z) > f(2).

Notwendige Bedingung: f € C*(2) mit lokalem Extremum in 2° € Q = Vi, ||v|| = 1: af( %) =0;
also insbesondere V f(2°) = 0.

A = [a,i] relle, symmetrische n x n-Matrix:

1. ga(y) = y'Ay = Z Zajkyjyk heifft quadratische Form.
j=1k=1
2. A bzw. ga heift positiv definit < 3¢ > 0: Vy € R™ : y Ay > ¢||y||>.
3. A bzw. ga heift negativ definit < 3¢ > 0:Vy € R™ : y* Ay < —¢||y||>.
4. A bzw. g4 heift indefinit < Iy, 5% € R™ : ga(y') < 0, ga(y?) > 0.
Es gilt: y" Ay > ¢|jy|]* :YweR &  y'Ay>0 :Vy e R™,y #0.

A1 0

A symmetrisch = 3T € O(n) : T*AT = = A; wobei ); die Eigenwerte von A und die Spalten von T
0 An

Eigenvektoren von A sind: T = [v' v? ... v"] = Av? = Mol Vi=1,..,n

z€R™ seiy=Tz= y'Ay=(2"TYA(Tz2) =2"(T"AT)z = 2'Az = Mzl 4o+ dz? >0eV5:5>0.
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f e %), 2° € Q; dann gilt:

1. Hf(2") ist positiv definit < alle Eigenwerte von H f(2°) sind positiv.

2. Hf(x") ist negativ definit < alle Eigenwerte von H f(z") sind negativ.

3. Hf(a2") ist indefinit < es existieren positive und negative Eigenwerte.
aill QA1n aill alk

A symmetrische Matrix, A= | . |, Ap=det| .|, Vk=1,..n;dann gilt:

[027%} Ann Akl Ak

1. Aist positiv definit < Vk=1,...,n:A > 0.

2. Aist negativ definit < Vk=1,..,n:(=1)FA;L >0 (& —A ist positiv definit.)

Hinreichende Bedingung:f € C?(Q2),Q C R",2° € Q und Vf(2°) =0 (& 2 “stationdrer Punkt”):

1. Hf(z°) positiv definit = f hat lokales Minimum in z°,
2. Hf(2°) negativ definit = f hat lokales Maximum in z",
3. Hf(2°) indefinit = f hat kein lokales Maximum oder Minimum in z° (“Sattelpunkt”).

(09 immer gesondert untersuchen!)

T fi(z)
QCR"offen, f: Q= R™, m,neN, z= e, f(z) = : € R™, wobei f; : Q@ = Rfirj=1,..,m:

Ty, fm(x)
1. f heit C*-Abbildung auf Q (f € C*(Q,R™)) 1= Vj € {1,...,m} ist f; € C*(Q) , k € N.

2. f heikt C°°-Abbildung auf Q (f € C®(Q,R™)) :& Vj € {1,...,m} ist f; € C¥(Q) fiir alle k € N.

Vi ofi Oafi . Ohfi
3. feCYQ,R™), Df = = heifst Jacobi-Matrix von f.
vfm a1fm a2fm anfm
feCHQR™), 20 € Q= Vz € Ks(20) : f(x) = f(z°)+ Df(a°) (x —2°) + R(x) mit lim M =0.
z—z0 — X

Kettenregel:
I,m,n €N, f:R" = R™ C!-Abbildung auf Ky, (2°), g : R™ — R! C'-Abbildung auf Ks,(y°) mit y° = f(2°)
= h = go f ist C'-Abbildung auf K, (z°) und Dh(z%) = (Dg(y°)) - (Df(z)).

Seien U,V C R"” offen, k € N, dann gilt:

) . kT . a) g¢:U — V bijektiv;
1. g: U — V heifit C*-Diffeomorphismus & { b) g (aufU), g~ (auf V) sind C*-Abbildungen.

2. g:U — V heifit C°-Diffeomorphismus < g ist C*-Diffeomorphismus fiir alle .

g:U =V, geC' = Die Jacobi-Matrix Dg(z) ist reguldr (die Inverse existiert) und [Dg(z)]”" = Dg~'(g(x)).
(=Vz e U :det(Dg(x)) #0.)

Und det(Dg(z)) heikt Jacobi-Determinante (oder Funktionaldeterminante) von g:
a(yla“'vyn) a(glvvgn)
det(D, = = .
UD9) = G e~ B, am)

10
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Lokale Umkehrbarkeit:

1. g: Q — R™ Q C R" offen, sei eine C'-Abbildung; 2° € Q und g(2°) = y°. AuRerdem gelte det(Dg(x?)) # 0.
Dann existieren offene Mengen U C Q (z° € U) und V C R" (3° € V), so dass gilt:
g ist Diffeomorphismus von U auf V.

Fiir die Jacobi-Matrix von g~! gilt: (Dg=1)(y) = [Dg(g_l(y))]_1 firyeV.

2. Ist zusitzlich g eine C*-Abbildung (k > 1), so ist g~! auch eine C*-Abbildung.

Seien U, Q) C R™ offen, g : U — Q ein C'-Diffeomorphismus:

1. u € U heift Koordinatenvektor von z € ) beziiglich g < = = g(u).

j-te Stelle
2. 20 = g(u?), ®I(t) = g(u® +t-e?), e? =(0,...,0, 1 ,0,..,0) mit (u® +t-e7) € U:
Der Weg (Kurve) ®/ heift j-te Koordinatenlinie durch z°.

20 ist Schnittpunkt von n Koordinatenlinien.

01 Degr ... Ongn P
Dabei ist die Jacobi-Matrix Dg = : : . : mit den zu normierenden Basisvektoren (¢ = ﬁ)
61971, aQQn angn ’
—— —— ———
by b b

Seien U, Q2 C R" offen, g : U — € ein Diffeomorphismus, ®7(¢) = g(u® + ¢ - ¢7) Koordinatenlinien durch z° = g(u°):
0;91(u?)
i = : := 0; g(u®) heift Tangentenvektor an die j-te Koordinatenlinie in 2° = g(u°) (Vj = 1,...,n).

0 gn(u®)
Die krummlinigen Koordinaten (uy, ..., u,) heifen orthogonal
& {019(u?), ..., 0,9(u’)} bilden ein Orthogonalsystem im R™ fiir alle u® € U.

Seien 2 C R™ offen, ¢ = Co |, U — R Vektorfeld:

Un
o 7 heiRt konservativ (oder Gradientenfeld) < 3F € C1(Q) : ¥ = —grad(F) auf Q.

o [: Q) — R ist ein skalares Feld und heiftt dann Potential von ¥.

Q C R™ Gebiet, F, ® seien Potentiale von ¥ auf @ = dce R: & =F +c.

dv; 0
Sei 7 : Q — R" ein C'-Vektorfeld und © = —grad(F); dann gilt: 8% = a—? Vi, k =1,...,n (& D7 ist symmetrisch).
k J
81)3 _ 6’02
81'2 8%3
. 3 1 _ vy Oug S .
Sei 7 : Q — R? C'-Vektorfeld, dann:  rot(v) = e B (= V x ¥) heiflt Rotation.
x x
61}3 B 81}}
61'1 8%2
¥ konservativ < rot(¢) =0 = ¥ ist wirbelfrei. Sonst heifst ¥ Wirbelfeld.
— 1 . — - an = . N
7: Q — R™ C'-Vektorfeld, dann: div(v) = Z Dz, (= V - ¥) heifit Divergenz.
7
j=1 7
Es gilt div(¥) = tr(Dv) ist Spur der Jacobi-Matrix von ¥} div(7) = n mit ¥ € R™ einem Ortsvektor.

11
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82
u:Q— R, ue C?Q), dann: Au = div(grad(u)) = 8xu2 heiftt Laplace-Operator.
J
(Au =0 < u harmonisch.)
A(fg) =g A f+2grad(f)grad(g) + f Ay
in krummlinigen Orthogonalkoordinaten: rot(f grad(g)) = grad(f) x grad(g)
div(grad(f) x grad(g)) =0
g1 (u, v, w)
g : U — Q Diffeomorphismus (U, C R?), g = | g¢2(u,v,w) | orthogonale Koordinaten;
gS(“’v v, U})
Jacobi-Matrix Dg = [ 0ug 0vg Ouwg |;
Koordinateneinheitsvektoren: €, = Oug, €y Og, € = ——0wg; {€u, €y, €y} ist Orthonormalsystem;

|gull a lgv]| __“ng
Seien hy, = ||gull, o = ||go|] und by = ||gw|l; F = F(u,v,w) und A = A€, + A2€, + A3é, mit A; = A;(u,v,w):

1 1 1
L4 grad(F) = T auF gu + 7 avF gv + 7 8wF gwa

hy, hy how
1
[ ] le(A) = m [3U(A1 hv hw) + aru(AQ hu hw) + 81”(143 hu h,v)},
) . ha@u oy hy @

o rot(A) = ——— - det Oy Oy Ow ,
ho A1 hyAs  hy As

1 hU hw hu hw hu h’U

Auflésungssitze:

Es sei Q CR? offen, F': Q — R, F € C1(Q), F(x0,y0) = 0 fiir (xo,y0) € Q und %(1‘07y0) # 0; dann:
U = (xg—6,20+6),d >0und AV = (yo —e,y0 +¢€),e >0mit U x VC Qund 3f : U — R stetig differenzierbar,
eindeutig bestimmt, so dass (z,y) € U xV A F(z,y) =0 & zelU A y= f(x).

Gegeben sei # € R", y e R, Q CR* x R™ F:Q — R™, F € CY(Q), F(z,y) = 0.
Gesucht: U CR™, V C R™ mit (z°,94°) € (UxV)CQund f:U — V, f € C*U) und eindeutig bestimmt, so dass
F(z, f(z))=0:Vz € U.

notwendige Bedingung: £ (z, f(z)) = : - : muss reguldr sein (invertierbar); also ins-
dy . . .
OFy, 9F,
BFyl (‘ray) ay%(x,y)

besondere det (%(xo, y0)> #0.
Sei nun det (%—z(xo, y0)> # 0; dann existieren offene Mengen U C R™, V C R™ mit (2°,4°) € U x V C Q, so dass:

1. Ve € U: 3 genau ein y = f(x) € V mit F(z, f(z)) = 0.
2. Die so definierte Abbildung f : U — V ist eine C*'-Abbildung, deren Jacobi-Matrix sich als Losung des LGS

or or
oy @ (@) Df(@) = =5 (@, f(z))

berechnen lésst.

3. Ist F eine C*-Abbildung (k = 2,3,...), so ist auch f eine C*-Abbildung.

12
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m=m=1)F:Q—=R, QCR? FeCYQ), (z0,y0) € Q: %(wo,yo) # 0 und F(zg,y0) = ¢, ¢ € R, dann:
e Durch {(z,y) : F(x,y) = ¢} wird lokal (in Umgebung von z¢) eine Kurve (der Graph von y = f(z)) definiert.

e Der Gradient von F' in (x,y) steht senkrecht auf der Tangente an den Graph von f in z (y = f(x)).

m=2,m=1)F:Q—=R QCR3 Fec CYQ), (z0,y0,20) € N : %—f(xo,yo,zo) # 0 und F(xo,y0,20) = ¢, ¢ € R,

dann:

e Durch {(z,y,2) : F(x,y,2z) = ¢} wird lokal (in Umgebung von (zo,y0)) eine Fliache (der Graph von z = f(z,y))
definiert.

e Der Gradient von F in (z,y, ) steht senkrecht auf der Tangentialebene an den Graph von f in (z,y) (z = f(z,)).

F,G : Q — R stetig differenzierbar auf Q C R? (Q offen) mit (x0,%0) € Q : G(x0,%0) = 0 und grad(G)(zo,yo) # 0. F habe in
(z0,y0) ein Extremum unter der Nebenbedingung G(x,y) = 0; dann existiert ein A € R (X # 0, Lagrange-Multiplikator), so
dass:

OF oG oF oG
g (@0 %0) = Ao (20, 30) und afy(ffmyo) = )\afy(%’yo)- (*)
Nun sei L(z,y,\) = F(z,y) + AG(z,y) (Lagrange-Funktion), dann gilt:
(G(wo, y0) =0 Ao mit (%)) & VL(@o,yo,ho) = ( % %= % ) (w090, 20) =0,
Zielfunktion F(z), F:Q — R ,Q C R” offen (d.h.: z € R"); Nebenbedingung G(z) =0 , wobei G : Q — R,
k
k€N (dh: X € RF); L(z,\) = F(z) + A\G(z) = F(x) + Z)\jGj(x) . Sei nun 2° € Q, rk(DG(2°)) = k (der Rang
=1

der Jacobi-Matrix) und F habe ein Extremum in z° unter der Nebenbedingung G(x) = 0; dann gilt:

INERFN#£0) : VLEON) =0.

i=1
geometr. Mit. < arithmet. Mit.

(T, @) glatte Kurve, I' C 2 C R™ Gebiet:

b
1. f: Q — R stetig (“skalares Feld”), / fds = / F(®(t))||®(t)||dt heiRt skalares Kurvenintegral (Kurvenintegral
T a

1. Art).
ds = ||®(t)||dt ist Linienelement (Bogenelement).

b
2. 7 :Q — R" stetiges Vektorfeld, / vdE = / U(®(t))P(t)dt heift vektorielles Kurvenintegral von ¢ lings T
r a
(Kurvenintegral 2. Art).

N N

3. '=T7UTlyU...UTy stiickweise glatt, f, ¢ wie oben, dann: / fds = E / fds, /Udf = E / vdir.
r r; r r;
g=17"7 g=17"J

Die Integrale sind unabhéngig von der Auswahl der (zulissigen) Parameterdarstellung!

Seien T' und —T die gleiche Kurve, nur entgegengesetzt orientiert: [ . fds = [i. fds, [ 0dZ = — [.7dZ.

13
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Q C R™ Gebiet, v': Q@ — R™ Vektorfeld:

e ¥ konservativ (7 = —grad(u) mit v € C*(2)), 20, 2" € Q; dann gilt fiir jede stiickweise glatte Kurve I' in Q von 2°

nach z: / 0d7 = u(z°) — u(zt) (Potentialdifferenz).
r

Insbesondere ist dann / vdZ =0 (T stiickweise glatt und geschlossen) wegunabhéngig!
r

e U stetiges Vektorfeld; fiir jede stiickweise glatte geschlossene Kurve I' auf 2 sei / vdx = 0 = ¥ ist konservativ.
r

7€ CHQ), L C R" Gebiet; dann gilt: ¥ konservativ auf Q = Vi, k=1,...,n: 9;u; = Opv;.

7€ CHQ), O C R" sternférmiges Gebiet (d.h.: 32° € Q: Ve € Q:2® +t(zx —2°) € Q:Vt:0 <t < 1); dann gilt:
U konservativ auf Q < Vi, k=1,...,n: 0jup = Oxv;.
Dies gilt auch, wenn Q C R" ein einfach zusammenhéngendes Gebiet ist.

Q = [a1,b1] X ... X [an, b,] n-dimensionales Rechteck, f:@Q — R™ beschriankt, p(Q) = H |b; — a;| Volumen
=1

von Q und Q@ := I,gi) X o X I,g:) mit k = (k1,....k,) € N*und k; = 1,...,N; (j = 1,...,n), wobei (I,g))k L n
i=1,...,N;

Zerlegung von [a;, b;].
Z ~ (Qu)y, Zerlegung von Q, Z = {Qy i ky = 1, Njij = 1}, mu(f) = gf(f), Mi(f) = sup(f), Unter-
k

Qx
summe: S(f, Z ka , Obersumme: S(f, Z ZMk
Z'={Q) : L= ,...,Lj;] =1,..,n} ist Verfeinerung von Z = (Qk)k < VQ C Z':3Q) C Z mit Qf, D Q.
d(Z) = max (diam(Qy)) = max [ sup |z — y||} heifit Feinheit der Zerlegung (diam = Durchmesser).
QreZ QrEZ |z,yeQy

Z Zetlegung, m = inf(f), M = Sgp(f) = u(Q)-m < S(f,2) <S(f,Z) < M- Q).

7' Verfeinerung von Z = S(f,Z) < S(f,2') < S(f,2') < S(f, Z).
Z, Z* Zerlegungen = S(f,Z) < S(f, Z*).
Fsup(S(f, 2)) A Jigf(5(f, 2)) und sup(S(f, 2)) < inf(5(f, 2))-

Unterintegral: / fdx :=sup(S(f, 2))
Pae} Z

Oberintegral: /Qfda: mf( (f,2))

f ist “Riemann-integrierbar’”

— & Ve > 0: 3 Zerlegung Z. von Q, so dass S(f, Z.) — S(f, Z.) < ¢ B
— & Ve>0:30(g) > 0:V Zerlegungen Z von Q mit d(Z) < d(e) gilt: S(f,Z) — S(f, Z) <e

Daher: feC(Q) = fe R(Q) (Q C R™ n-dimensionales Rechteck)

(Allgemeiner: Sei die Menge der Unstetigkeitsstellen eine Lebesgue’sche Nullmenge (im R™), so gilt f € R(Q).)

14
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e Linearitét: f,g € R(Q), A\, u € R = A\f + pg € R(Q) und fQ (Af 4 pg) dx = /\fQ fdas—|—qu gdz.
e L9ERQ), f<gauf Q= [, fdu < [, gdr.
e fE€R(Q)=|fl € R(Q) und | [, fdz| < [, |f|dz.
N 0 N
e Q= U Qj, Q; NQ=10:Vj #1, dann gilt: f € R(Q) < f € R(Q;):Vj=1,..,N und fQ fdr = Z/Q fdz.
i=17Q

j=1

. fEC(Q)undemdx:O = f=0auf Q.

0
Mittelwertsatz der Integralrechnung: f € C(Q) = 3¢ €Q: f(§) = ﬁ fQ f(z)dz.

Der Satz von Fubini
Sei Q = A x B, A k-dimensionales Rechteck, B l-dimensionales Rechteck, f : @ — R Riemann-integrierbar; dann gilt:

1. fiir jedes x € A existiere [, f(x,y)dy; dann existiert / (/ f(z,y) dy) dx = / f(zyy) d(x,y);
A\/B Q

2. fiir jedes y € B existiere [, f(x,y)dx; dann existiert / (/ flz,y) dx) dy = / f(z,y) d(z,y).
B \JA Q

Also: f stetig auf Q = A x B :>/B(/Afdx> dy:/A(/dey> dx:/Qfd(x,y).

0
f:R® - R, Q C R” beschrénkt, ) n-dimensionales Rechteck mit 2 CQ), f beschrénkt; dann:
. 1 ,2€Q .. .
Jo fdx = fQ f xa dz, wobei xq = { 0 2éQ (“charakteristische Funktion”).

Existiert das Integral, so schreiben wir: f € R(Q).

M C R™ heiftt Jordan’sche Nullmenge < Ve > 0 : 3 endlich viele abgeschlossene n-dimensionale Rechtecke

N N
Q1,...,QN mit M € U Q; und ZM(Q;) <e&.

j=1 j=1
0
f: Q — R beschriankte Funktion,  C R™ beschrinkt, Q CQ (Q n-dimensionales Rechteck) und f = 0 auf R™\@Q; dann:

1. f ist fast iiberall stetig auf Q (d.h.: {z € @ : f unstetig in =} ist Jordansche Nullmenge).

2. 9Q Jordansche Nullmenge = f € R(Q).

0
M C R™ Jordan’sche Nullmenge (M CQ) = 3 [,, ldz = fQ xardzr = 0.

Q C R” heiftt Jordan-messbar < ) beschrénkt und 92 Jordan’sche Nullmenge.
Q Jordan-messbar, u(Q) = [, 1dx = fQ Xadz heift Volumen von 2 (Jordan’sches Maf).

Q C R™ Jordan-messbar, f: R" — R
1. feR() = Hfgz fdx = [, fdx = [5 fda.
2. f = g fast iiberall auf Q = fER() & geRQ)und [, fdx = [, gdz.

¢ :R*""! — R stetig auf K ¢ R"!, K kompakt
=S ={zxeR": 2, =p(®1,...Tn-1), 2 = (T1,..., 2n—1) € K} ist Jordan’sche Nullmenge im R".
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B={(z,y) eR*:a<x<bc(xr) <y <d(z)} mitc,d: [a,b] — R heilt Normalbereich im R?.
OB =T7UT';Ul's UTy (mit I'; einem Randkurvenstiick) ist Jordansche Nullmenge.

b d(x)
f: B — R stetig, B C R? Normalbereich = B ist Jordan-messbar und EI/ fd(z,y) = / [/ flz,y)dy
B a c(x)

dz.

G={(z,y,2) € R3: (z,y) € B,p(z,y) <2z <Y(z,y)} (mit ¢, : B — R stetig) heift Normalbereich im R3.
Y(z,y)
[ | e z)dz] (e, ).

f:G =R, G C R3 Normalbereich = G Jordan-messbar und 3/ fd(z,y,z) = /
G (z,y)

B

Transformationsformel:
A, B C R™ kompakt, Jordan-messbar; g : A — B stetig diff’bar, surjektiv und ¢ injektiv auf A\N, wobei N Jor-

dan’sche Nullmenge ist; aulerdem 6(91’7’9” # 0 auf A\N. Ferner sei f: B — R stetig.

O(u1,
/ f d.’E _ / f 917 . 7gn) du
U,l, . un)

Flichen im R3: o
G C R? offen, g : G — R? C'-Abbildung, injektiv mit /Oo e "dr=r

991 991 -
rk(Dg) =rk | 92 92 | — 9 fir alle (u,0) € G. /n o el 22, ) <00 e a <3

u 91’3 _Hx|| d(x1,x2,23) <00 < a >3
S = g(G) heift orientierte Fliche im R? mit Parameter- 2|21 15253

darstellung g.
Sei U C R?, h: U — R3 C'-Abbildung heifit zuléissige Parameterdarstellung von (.5, g)

& 3 bijektive Abbildung i : U — G mit det(Dp) = 2822 5 0 auf U, so dass h(s,t) = g(u(s, t)) auf U.

o(s,0)
991 991
. . u . v _ Gu X Go . C
Wir setzen g, = | 32 | und g, = | F2 |; 7i(uo,v0) = 75——=-;(¢o,v0) heikt Normaleneinheitsvektor an S
Sgs A Gu % Goll
ou ov
o
im Punkt g(ug,v0) = | wo
20
T — o Zo
Die durch [(§y X gu)(uo,v0)] - | y—yo | =0 aufgespannte Ebene, heifst Tangentialebene an S in | o
Z— 20 20

Definition von 77 und der Tangentialebene sind unabhingig von der zuldssigen Parameterdarstellung.

Jetzt: betrachten kompakte Flache:
Q) C R? offen, g : Q — R® C1-Abbildung, B C Q Jordan-messbar, kompakt; S = g(B) = {g(u,v) : (u,v) € B}.

kompakte Fliche: 3 Jordan’sche Nullmenge N C B, so dass g injetkiv auf B\N, rk(Dg) = rk(gy G,) = 2 auf B\N.

h:A— R? mit S = h(A) heift zuldssige Parameterdarstellung (A C Q, Jordan-messbar, kompakt)

s 3Ju:A— Bel, dgzls’?f) > 0, so dass h(s,t) = g(u(s,t)) auf A.

w(S) = [ 1Gu x Golld(u,v) heifit Flicheninhalt von S; dw = ||Gu X Gu||d(u,v) heift Oberflichenelement.

w(S) ist unabhéngig von der zulissigen Parameterdarstellung.

Gauf’sche Fundamentalgréfien von S: E = §,g,, F = §uGo, G = GuJo-
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Es st || X ol| = det< . ) — VEG - F2.
Sei nun S = {(z,vy, f(z,y)) : (z,y) € B} = graph(f) mit f € C*(B)

= w(8) = [5/1+ f2+ f2d(x,y) ist Flicheninhalt von S.

Oberflichenintegrale im R3:

Q) C R3 offen, (S, g) kompakte Fliche, S C Q, f: Q — R stetig, 7: Q — R? stetiges Vektorfeld:

. / fdw = / flg(u,v)) || Gu X Gu || d(u,v) heikt Oberflichenintegral 1. Art;
s B

. / vdd = / (g(u,v)) - (Ju X gp)d(u,v) heift Oberflichenintegral 2. Art (oder Fluss von ¢ durch S).

s B
. s L. . o GuX Gy .
Es gilt: | 9d& = det([ U Gu Go })d(uﬂ)) = | Ufdw, mit 7 = ———2— Normaleneinheitsvektor.
S B B [|1Gu X G|
Der Satz von Gaufi-Ostrogradski: / div(0)d(z,y, z) = f Uidw.
Q 0

Flachenintegrale im R™:

Sei2<m <n, g:G— R* Cl-Abbildung, rk(Dg) = m fast iiberall, G offen in R™ und B C G kompakte Jordan-
messbare Menge. Auferdem S = g(B), dann heift (5, g) eine m-Fliache im R”.
Analog zum 3-dimensionalen:
g1(u) Ou,; 91
g(ni, .o,y ) = : 3 Gu; = Ou, g = Yi=1,....m; Gik = Gu;Gu, Vi, k=1,...,m; der Matrix (gix)
u gn(u) Ou; gn
Das Oberflichenelement sei dann: dw = /det(g;x)du.

Mit F: Q — R, Q CR"” offen, S C 2 heifst:
/ Fdw = / F(g(u))v/det(gir)du Flachenintegral auf der m-Fliche S.
5 B
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