
Analysis II Prof. Schmeisser 2012

f beschränkt und stetig auf [a, b]⇒ f ∈ R([a, b]); f monoton und beschränkt ⇒ f ∈ R([a, b]).

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
f : [a, b]→ R sei Riemann-integrierbar, Φ : [a, b]→ R stetig auf [a, b] und Stammfunktion von f :

=⇒
∫ b

a

f = Φ(b)− Φ(a)

(
=

∫ b

a

f(x)dx

)

Daher gilt:
d
dx

(∫ b(x)

a(x)

f(t)dt

)
=

d
dx

[F (b(x))− F (a(x))] = f(b(x))
db(x)

dx
− f(a(x))

da(x)

dx
.

Außerdem: • f, g ∈ R([a, b]), λ, µ ∈ R⇒ λf+µg ∈ R([a, b]) ∧
∫ b
a

(λf + µg)dx = λ
∫ b
a
fdx+µ

∫ b
a
gdx (Linearität)

• f, g ∈ R([a, b]) : ∀x ∈ [a, b] : f(x) ≤ g(x)⇒
∫ b
a
fdx ≤

∫ b
a
gdx

• f ∈ R([a, b]) : c ∈ (a, b)⇒ {f ∈ R([a, b])⇔ f ∈ R([a, c]) ∧ f ∈ R([c, b])}
∧
{∫ b

a
fdx =

∫ c
a
fdx+

∫ b
c
fdx

}
• f stückweise stetig auf [a, b] (d.h.: [a, b] = I1 ∪ ... ∪ In : Ik = [xk−1, xk] : ∀k = 1, ..., n ⇒ f stetig auf

0
Ik und

∃ limx→xk±0 f(x) : ∀k = 0, ..., n) ⇒ f ∈ R([a, b])

• f ∈ R([a, b])⇒ |f | ∈ R([a, b]) ∧
∣∣∣∫ ba f(x)dx

∣∣∣ ≤ ∫ ba |f(x)|dx

• f, g ∈ R([a, b])⇒ f · g ∈ R([a, b]) ∧
∫ b
a
|f(x) · g(x)|dx ≤

(∫ b
a
|f(x)|2dx

) 1
2
(∫ b

a
|g(x)|2dx

) 1
2

• f : [a, b]→ R stetig auf [a, b]⇒
{∫ b

a
|f(x)|dx = 0⇔ f = 0

}
auf [a, b]

• f : [a, b]→ R stetig auf [a, b] und beschränkt; dann besitzt f eine Stammfunktion; diese ist gegeben
durch F (x) =

∫ x
a
f(t)dt (F (a) := 0, x ∈ [a, b])

Mittelwertsatz der Integralrechnung:
f, g : [a, b]→ R stetig, g(x) ≥ 0 auf [a, b] (o.B.d.A) ⇒ ∃ξ ∈ (a, b) :

∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x)dx

Insbesondere für g(x) = 1 gilt: ∃ξ ∈ (a, b) :

∫ b

a

f(x)dx = f(ξ) · (b− a) (d.h.:
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx︸ ︷︷ ︸
Integralmittelwert

= f(ξ)).

Satz von Taylor: Seien m ∈ N0, f : (a, b)→ R (m+1)-mal stetig differenzierbar und x, x0 ∈ (a, b), dann gilt:

f(x) =

m∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k︸ ︷︷ ︸

Tm,f (x)

+
1

m!

∫ x

x0

(x− t)mf (m+1)(t)dt︸ ︷︷ ︸
Rm(x)

.

Lagrange-Restglied: Rm(x) =
f (m+1)(ξ)

(m+ 1)!
(x− x0)(m+1) , wobei ξ(x0, x) zwischen x und x0 liegt.

Das Restglied gibt dabei den Approximationsfehler bei Approximation einer Funktion f mit Tm,f (x) an:

⇒ |f(x)−Tm,f (x)| ≤ |Rm(x)| ≤ C

(m+ 1)!
|x−x0|(m+1) =

 = O
(
|x− x0|(m+1)

)
für x→ x0

(
d.h.: |Rm(x)|

|x−x0|m+1 ≤ C
)

= o (|x− x0|m) für x→ x0

(
d.h.: |Rm(x)|

|x−x0|m → 0
)

f ∈ C∞ ((a, b)) , d.h. f ist beliebig oft auf (a, b) differenzierbar, und x, x0 ∈ (a, b), dann gilt:

f(x) =

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k︸ ︷︷ ︸

“Taylorreihe”

⇐⇒ lim
m→∞

Rm(x) = 0.

∀x ∈ (−1, 1] : ln(x+ 1) =

∞∑
k=1

(−1)
k+1 x

k

k

1
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Numerische Integration:

Riemann’sche Zwischensumme: Z = {I1, ..., In} Zerlegung, ξn = (ξ1, ..., ξn) mit ξk ∈ Ik (k = 1, ..., n), f : [a, b] → R

beschränkt; dann heißt S(f, Z, ξ) =

n∑
k=1

f(ξk)(xk−xk−1) Zwischensumme. Dabei gilt: S(f, Z) ≤ S(f, Z, ξ) ≤ S(f, Z).

Sei f ∈ R([a, b]), dann gilt:

1. Sei (Zn) eine Folge von Zerlegungen, lim
n→∞

d(Zn)→ 0, ξn ein n-dimensionaler Vektor⇒
∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

S(f, Z, ξn).

2.
∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

b− a
n

n∑
k=1

f

ξk︷ ︸︸ ︷(
a+ k

b− a
n

)
︸ ︷︷ ︸

:=Snf

.

3. f : [a, b]→ R Lipschitz-stetig auf [a, b] (,d.h. ∃L > 0 : ∀x, x′ ∈ [a, b] : |f(x)− f(x′)| ≤ L|x− x′|)

⇒
∣∣∣∫ ba f(x)dx− Snf

∣∣∣ ≤ L(b−a)2

n .

Lipschitz-Bedingung ist erfüllt, wenn f auf [a, b] stetig differenzierbar (⇔ f ∈ C1 ([a, b])) ist.

Allgemein gilt:
∫ b

a

f(x)dx =

n∑
k=1

ck︸︷︷︸
Gewichte

f(ξk).

Trapezregel: f : [a, b]→ R 2-mal stetig diff’bar, |f ′′(x)| ≤ C, h = b−a
n

⇒

∣∣∣∣∣
∫ b

a

fdx− h

[
f(a)

2
+

(
n∑
i=1

f(a+ ih)

)
+
f(b)

2

]∣∣∣∣∣ ≤ C

12n2
(b− a)3.

Simpson-Regel: f : [a, b]→ R 4-mal stetig differenzierbar, |f ′′′′(x)| ≤ C, xi = a+ ih (i = 0, 1, ..., n), h = b−a
n

⇒

∣∣∣∣∣
∫ b

a

fdx− h

6

[
f(a) + f(b) + 2

n−1∑
i=1

f(xi) + 4

n∑
i=1

f

(
xi−1 + xi

2

)]∣∣∣∣∣ ≤ C

2880n4
(b− a)5.

Kurven:
Darstellung: t→ x = Φ(t) = (Φ1(t), ...,Φn(t)) ∈ Rn
Beispiel Kreis:
• implizit: x2 + y2 = a2 ⇔ F (x, y) = x2 + y2 − a2 = 0
• explizit: y = ±

√
a2 − x2, −a ≤ x ≤ a (∼ y = f(x), a ≤ x ≤ b)

• Parameter: x = a · cos(t), y = a sin(t), 0 ≤ t ≤ 2π
• Polarkoordinaten: r = a (∼ r = f(ϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π)
• in C: z(ϕ) = a · eiϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π

Sei Φ : [a, b]→ Rn = {(x1, ..., xn) : xj ∈ R}, (n ≥ 2). Φ(t) = (Φ1(t), ...,Φn(t)), wobei Φj : [a, b]→ R (j = 1, ..., n).

Wir setzen Φ̇(t) =

 Φ̇1(t)
...

Φ̇n(t)

, Φ̇j(t) =
dΦj(t)

dt
. ||Φ̇(t)|| =

(
n∑
i=1

[
Φ̇j(t)

]2) 1
2

heißt Länge des Vektors Φ̇(t).

Φ : [a, b]→ Rn heißt Weg ⇔ Φj stetig auf [a, b], (j = 1, ..., n).
Φ(a) heißt Anfangs- und Φ(b) Endpunkt des Weges.
Φ heißt geschlossen ⇔ Φ(a) = Φ(b).
Φ heißt Jordanweg ⇔ Φ ist injektiv auf (a, b).
Φ heißt glatt ⇔ Φ ist stetig differenzierbar auf [a, b] (Φ ∈ C1([a, b])).
Φ heißt stückweise glatt⇔ ∃ Zerlegung Z = {I1, ..., Il} von (a, b), so dass Φ : Ik → Rn ein glatter Weg ist (k = 1, ..., l).
Ein glatter Weg heißt regulär ⇔ Φ̇(t) 6= 0 auf (a, b).
Γ := Φ([a, b]) = {Φ(t) : t ∈ [a, b]} heißt die von Φ erzeugte Kurve. Φ nennt man Parameterdarstellung von Γ. (Schreib-
weise: (Γ,Φ); die Begriffe “glatt”, “stückweise glatt”, “Jordan” und “regulär” übertragen sich auf Kurven.)

Φ̇(t) 6= 0⇒ Φ̇ ist Tangentenvektor an Γ und Φ̇(t0)

||Φ̇(t0)|| ist Tangenteneinheitsvektor an (Γ,Φ) in Φ(t0).
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Zwei Wege Φ : [a, b] → Rn und Ψ : [c, d] → Rn heißen äquivalent ⇔ ∃h : [a, b] → [c, d] stetig differenzierbar und
bijektiv mit ḣ(t) > 0 auf [a, b], so dass Φ(t) = Ψ(h(t)), t ∈ [a, b].
Äquivalente Wege beschrieben die gleiche Kurve (Φ([a, b]) = Ψ([c, d]) = Γ) bei gleicher Orientierung (wegen ḣ(t) > 0).
Der Tangenteneinheitsvektor ist unabhängig von der Auswahl der Parameterdarstellung.

Sei Φ : [a, b]→ Rn ein glatter Weg, Z = {I1, ..., Il} eine Zerlegung von [a, b] und V (Φ, Z) =

l∑
i=1

||Φ(ti)− Φ(ti−1)||

=

l∑
i=1

(
n∑
k=1

[Φk(ti)− Φk(ti−1)]
2

) 1
2

; dann heißt L(Φ) = sup
Z
V (Φ, Z) =

∫ b

a

||Φ̇(t)||dt Länge des Weges.

Sind Φ : [a, b]→ Rn und Ψ : [c, d]→ Rn äquivalent, so gilt: L(Φ) = L(Ψ).
(Γ,Φ) sei eine glatte Jordankurve ⇒ L(Γ) = L(Φ) heißt Bogenlänge von Γ.

Ist Φ stückweise glatt ⇒ L(Φ) =

l∑
j=1

L(Φj).

Daher gilt für Kurven in der Ebene:

• explizite Darstellung: y = f(x), a ≤ x ≤ b, f ∈ C1([a, b]) und Γ = Graph(f)

⇒ L(Γ) =

∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]

2
dx.

• in Polarkoordinaten: r = g(ϕ), a ≤ ϕ ≤ b, g stetig differenzierbar und Jordankurve (→ injektiv)

⇒ L(Γ) =

∫ b

a

√
[g′(ϕ)]

2 − [g(ϕ)]
2
dϕ.

Uneigentliche Integrale:

1. f : (a, b]→ R mit f ∈ R([a+ ε, b]) : ∀0 < ε < b− a:
∫ b

a

f(x)dx = lim
ε→0+

∫ b

a+ε

f(x)dx.∫ b

a

f(x)dx heißt konvergent ⇔ ∃ lim
ε→0+

∫ b

a+ε

f(x)dx; sonst heißt
∫ b

a

f(x)dx divergent. (Analog für [a, b).)

2. f : [a,∞)→ R mit f ∈ R([a, r)) : ∀r > a:
∫ ∞
a

f(x)dx = lim
r→∞

∫ r

a

f(x)dx (falls existent; analog für (−∞, a], Konvergenz

und Divergenz analog zu 1.)).

3. f : R→ R mit f ∈ R([a, b]) : ∀ −∞ < a < b <∞:
∫ ∞
−∞

f(x)dx =

∫ 0

−∞
f(x)dx+

∫ ∞
0

f(x)dx.

4.
∫
I

f(x)dx (I, f wie oben) heißt absolut konvergent ⇔
∫
I

|f(x)|dx konvergent.

F : (a, b)→ R monoton und beschränkt, dann gilt (insbesondere): lim
x→a+

F (x) ∈ R und ∃ lim
x→b−

F (x) ∈ R.

Majorantenkriterium: 0 ≤ f(x) ≤ g(x) auf I: ∃
∫
I

g(x)dx⇒ ∃
∫
I

f(x)dx ≤
∫
I

g(x)dx.∫
I

f(x)dx divergent ⇒
∫
I

g(x)dx divergent.

Aus absoluter Konvergenz folgt Konvergenz; d.h. ∃
∫
I
|f(x)|dx⇒ ∃

∫
I
f(x)dx und |

∫
I
f(x)dx| ≤

∫
I
|f(x)|dx.∫ 1

0
1
xα dx = 1

1−α : ∀α < 1∫∞
1

1
xα dx = 1

α−1 : ∀1 < α <∞∫∞
−∞ e−|x|dx = 2∫∞
−∞

1
1+x2 dx = π∫∞

0
sin(x)
x dx = π

2∫∞
0
| sin(x)|

x dx =∞∫∞
−∞ e−x

2

dx <∞

Integralkriterium für Reihen
m ∈ N, f : [m,∞)→ [0,∞) monoton fallend und nicht negativ, dann gilt:∫ ∞

m

f(x)dx <∞⇔
∞∑
k=m

f(k) <∞.

Gammafunktion: Γ(x) : (0,∞)→ (0,∞) mit Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt.

Es gilt: Γ(x) > 1
e

1
x , lim

x→0+

Γ(x) = +∞, lim
x→∞

Γ(x) = +∞.

Außerdem: Γ(1) = 1, Γ(x+ 1) = x · Γ(x),

Γ ∈ C∞((0,∞)) mit Γ(j) =

∫ ∞
0

tx−1e−t [ln(t)]
j
dt ,j ∈ N und Γ(x) ist konvex.

Γ( 1
2 ) =

√
π

3
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Γ(x) im Reellen

fj : I → R, j ∈ N0, I ⊂ R Intervall und (fj)j Folge, bzw.
∞∑
j=0

fj(x) Reihe von Funktionen

(x ∈ R fest ⇒ fj(x) Folge und
∞∑
j=0

fj unendliche Reihe), dann:

1. (fj)j heißt punktweise konvergent auf I ⇔ ∀x ∈ I : ∃ lim
j→∞

fj(x) ∈ R

2.
∞∑
j=0

fj heißt punktweise konvergent ⇔ ∀x ∈ I : ∃ lim
n→∞

n∑
j=0

fj(x).

Gleichmäßige Konvergenz:

1. fj konvergiert gleichmäßig nach f auf I ⇔ lim
j→∞

(
sup
x∈I
|fj(x)− f(x)|

)
= 0.

2.
∞∑
j=0

fj konvergiert gleichmäßig nach f auf I ⇔ lim
n→∞

sup
x∈I
|f(x)−

n∑
j=0

fj(x)|

 = 0.

⇒ Approximation von f durch fj : ∀ε > 0 : ∃j(ε) : ∀x ∈ I : ∀j ≥ j(ε) : |f(x)− fj(x)| < ε (analog für Reihen).

Cauchy-Konvergenzkriterium für gleichmäßige Konvergenz:
Es sei (fj)j eine Folge von Funktionen fj : I → R, die gleichmäßig auf f konvergieren, dann gilt:

∃f und lim
j→∞

fj(x) = f(x) gleichmäßig auf I ⇔ ∀ε > 0 : ∃j(ε) : ∀j, k ≥ j(ε) : sup
x∈I
|fj(x)− fk(x)| < ε.

Weierstraß-Konvergenzkriterium:

Es sei fj : I → C, j ∈ N0 und ∀j ∈ N0 : ∃cj ≥ 0, so dass sup
x∈I
|fj(x)| ≤ cj (cj ist Majorante von |fj |) und

∞∑
j=0

cj <∞

(konvergente Majorante) ist; dann ist
∞∑
j=0

fj(x) absolut konvergent und gleichmäßig konvergent auf I.

gleichmäßig konvergent:
∞∑
j=0

xj auf [a, b] ⊂ (−1, 1)

∞∑
j=0

xj

j!
= ex auf R;

∞∑
j=1

sin(jx)

j2
auf R;

∞∑
j=0

(|aj |+ |bj |) <∞⇒

∞∑
j=0

(aj cos(jx) + bj sin(jx)) auf R.

fj : I → C, j ∈ N0, stetig in x0 ∈ I und fj
(j→∞)−−−−−→ f gleichmäßig auf I

⇒ f ist stetig in x0. (
⇔ lim

x→x0

[ lim
j→∞

fj(x)] = lim
j→∞

[ lim
x→x0

fj(x)]

)
Analog gilt für Reihen: fj stetig in x0,

∞∑
j=0

fj = f gleichmäßig konvergent

auf I ⇒ f ist stetig in x0. ⇔ lim
x→x0

[

∞∑
j=0

fj(x)] =

∞∑
j=0

[ lim
x→x0

fj(x)]


fj : [a, b]→ R riemann-integrierbar auf [a, b] (∀j ∈ N0) und fj

(j→∞)−−−−−→ f
gleichmäßig konvergent auf [a, b]:

1. ∃
∫ b
a

f(x)︸︷︷︸
limj→∞ fj(x)

dx = limj→∞
∫ b
a
fj(x)dx. (⇔ f ∈ R([a, b]))

2. x0 ∈ [a, b] fest: Fj(x) =

∫ x

x0

fj(t)dt Stammfunktion von fj , x ∈ [a, b] ⇒ Fj(x)→ F (x) =

∫ x

x0

f(t)dt gleichmäßig

konvergent auf [a, b].

fj ∈ R([a, b]),

∞∑
j=0

fj = f gleichmäßig konvergent ⇒ f ∈ R([a, b]) und
∫ b

a

 ∞∑
j=0

fj

 dx =

∞∑
j=0

[∫ b

a

fjdx

]
.

4
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fj : (a, b)→ R stetig differenzierbar auf (a, b), fj
(j→∞)−−−−−→ f gleichmäßig konvergent auf (a, b), f ′j

(j→∞)−−−−−→ g gleichmä-
ßig konvergent auf (a, b) ⇒ f ist differenzierbar auf (a, b) und f ′ = g.

fj : (a, b) → R stetig differenzierbar auf (a, b),
∞∑
j=0

fj = f gleichmäßig konvergent auf (a, b),
∞∑
j=0

f ′j = g gleichmäßig

konvergent auf (a, b) ⇒ f ist differenzierbar auf (a, b) und f ′ = g.

Potenzreihen
∞∑
k=0

ak(x − x0)k, ak ∈ R (C), x, x0 ∈ R (C); diese ist absolut konvergent (nach Wurzelkriterium) falls:

lim
k→∞

k
√
|ak||x− x0| < 1.

R =


0 , falls lim

k→∞
k
√
|ak| =∞

1

lim
k→∞

k
√
|ak|

, falls 0 < lim
k→∞

k
√
|ak| <∞

∞ , falls lim
k→∞

k
√
|ak| = 0

heißt Konvergenzradius der Potenzreihe.

Es gilt:

• |x− x0| < R⇒
∞∑
k=0

ak(x− x0)k ist absolut konvergent.

• |x− x0| > R⇒
∞∑
k=0

ak(x− x0)k ist divergent.

•
∑∞
k=0 ak(x−x0)k ist gleichmäßig konvergent auf jedem Intervall [a, b] ⊂ (x0−R, x0+R).

Sei R > 0 Konvergenzradius, f(x) =

∞∑
k=0

ak(x− x0)k für x ∈ I = (x0 −R, x0 +R), dann:

• f ist auf I beliebig oft differenzierbar: f (j)(x) =

∞∑
k=j

akk(k − 1)(k − 2) · · · (k − j + 1)(x− x0)k−j , j ∈ N.

(absolute Konvergenz auf I, gleichmäßige Konvergenz auf [a, b] ⊂ I;
insbesondere gilt: f (j)(x0) = aj · j! ⇔ aj = f(j)(x0)

j! .)

• Für alle x ∈ I gilt:
∫ x

x0

f(t)dt =

∞∑
k=0

∫ x

x0

ak(t− x0)kdt =

∞∑
k=0

ak
k + 1

(x− x0)k+1

(absolute Konvergenz auf I, gleichmäßige Konvergenz auf [a, b] ⊂ I.) 1
(1−x)2 =

∑∞
k=1 kx

k−1

arctan(x) =
∑∞
k=0(−1)k x

2k+1

2k+1Fourierreihen

(1)

∫ π

−π
cos(kx) cos(lx)dx =


0 , k 6= l

2π , k = l = 0
π , k = l ≥ 1

(2)

∫ π

−π
sin(kx) sin(lx)dx =

{
0 , k 6= l
π , k = l = 1, 2, ...

(3)

∫ π

−π
cos(kx) sin(lx)dx = 0 : ∀k, l ∈ N0

Sei f stetig, 2π-periodisch und f(x) =
a0
2

+

∞∑
k=1

[ak cos(kx) + bk sin(kx)] gleichmäßig konvergent, dann:

• ak = 1
π

∫ π
−π f(x) cos(kx)dx, k ∈ N0;

• bk = 1
π

∫ π
−π f(x) sin(kx)dx, k ∈ N.

Dies kann man verallgemeinern: sei f ∈ R([a, b]), 2π-periodisch:

• ak =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos(kx)dx, k ∈ N0;

• bk =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin(kx)dx, k ∈ N.

heißen Fourierkoeffizienten von f .

a0
2

+

∞∑
k=1

[ak cos(kx) + bk sin(kx)] ∼ f heißt Fourierreihe (Fourierreihenentwicklung) von f .
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x = (x1, ..., xn) ∈ Rn ,||x|| =
(
x1

2 + ...+ xn
2
) 1

2 heißt euklidische Norm.

“Abstand”: x, y ∈ Rn : d(x, y) = ||x− y||.

δ > 0 : x0 = (x0
1, ..., x

0
n) : Kδ(x

0) =
{
x ∈ Rn : ||x− x0|| < δ

}
ist offenen “Kugel” um x0 mit Radius δ.

Skalarprodukt: x, y ∈ Rn : 〈x, y〉 =

n∑
j=1

xjyj .

Es gilt: ||x|| = 〈x, x〉 12 und |〈x, y〉| ≤ ||x|| · ||y|| (Cauchy-Schwarz-Ungleichung).

n = 2, 3⇒ 〈x, y〉 = ||x|| · ||y|| · cos(α).

Dreiecksungleichung: ∀x, y ∈ Rn : | ||x|| − ||y|| | ≤ ||x± y|| ≤ ||x||+ ||y||.

∀x ∈ Rn :
1

n

n∑
j=1

|xj | ≤ ||x|| ≤
n∑
j=1

|xj | und max
j=1,...,n

|xj | ≤ ||x|| ≤
√
n max
j=1,...,n

|xj |.(
xj
)
j
Folge im Rn, xj = (xj1, ..., x

j
n), j ∈ N, x = (x1, ..., xn), dann gilt:

1. lim
j→∞

xj = x ∈ Rn ⇔ ∀ε > 0 : ∃j(ε) : ∀j > j(ε) : ||xj − x|| < ε; dann heißt (xj)j konvergent.

2. (xj)j heißt Cauchy-Folge ⇔ ∀ε > 0 : ∃j(ε) : ∀j, k > j(ε) : ||xj − xk|| < ε.

Es gilt: lim
j→∞

xj = x⇔ ∀l = 1, ..., n : lim
j→∞

xjl = xl (jede Koordinate konvergent!).

(xj)j ist konvergent ⇔ (xj)j ist eine Cauchyfolge.

Sei M ⊂ Rn eine Menge, dann heißt:

1. x0 innerer Punkt von M ⇔ ∃δ > 0 : Kδ(x0) ⊂M .
0

M ist die Menge aller inneren Punkte.

2. y ∈ (Rn\M) äußerer Punkt ⇔ ∃δ > 0 : Kδ(y) ⊂ (Rn\M).

3. x ∈ Rn Randpunkt von M ⇔ ∀δ > 0 : ∃z ∈ (Kδ(x) ∩M) ∧ ∃y ∈ (Kδ(x) ∩ (Rn\M)).
Die Menge aller Randpunkte heißt ∂M .

4. M offen ⇔M = ∅∨
0

M= M .

5. M abgeschlossen ⇔ Rn\M ist offen.

6. M = M ∪ ∂M Abschluss von M .

M ⊂ Rn ist abgeschlossen ⇔ Für alle Folgen (xj)j aus M mit lim
j→∞

xj = x ∈ Rn ist x ∈M .

M und ∂M sind abgeschlossene Mengen und ∂M = M\
0

M .

Beliebige Vereinigungen und endliche Durchschnitte offener Mengen sind offen.
Beliebige Durchschnitte und endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.⋂
j∈N

K 1
j
(0) = {0} ist abgeschlossen.

⋃
0<δ<1

Kδ(0) = K1(0) offen.

M ⊂ Rn heißt beschränkt ⇔ ∃r > 0 : ∀x ∈M : ||x|| < r.

Bolzano-Weierstraß: M ⊂ Rn beschränkt ⇒ Jede Folge aus M besitzt eine konvergente Teilfolge.

M ⊂ Rn heißt kompakt ⇔ Jede Folge in M besitzt eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M .
M ⊂ Rn ist kompakt ⇔ M ist abgeschlossen und beschränkt.
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f : Ω→ Rm, Ω ⊂ Rn, (m,n ∈ N):
x0 ∈ Ω, y0 ∈ Rm: limx→x0

f(x) = y0 ⇔ ∀ε > 0 : ∃δ > 0 : ||x− x0|| < δ : ||f(x)− y0|| < ε.
x0 ∈ Ω; dann heißt f stetig in x0 ⇔ limx→x0 f(x) = f(x0).

f(x) =


f1(x)
f2(x)
. . .

fm(x)

, wobei fk : Ω→ R : ∀k ∈ {1, ...,m} und y0 =


y0

1

y0
2

. . .
y0
m

.
limx→x0 f(x) = y0 ⇔ ∀k = 1, ...,m : limx→x0 fk(x) = y0

k.
f stetig in x0 ∈ Ω ⇔ ∀k = 1, ..., n ist fk stetig in x0.
limx→x0 f(x) = y0 ⇔ für alle Folgen (xj)j aus Ω mit limj→∞ xj = x0 gilt limj→∞ f(xj) = y0.

f, g stetig in x0, λ, µ ∈ R⇒ λf + µg stetig in x0.
f : Ω→ Rm,Ω ⊂ Rn stetig in x0 ∈ Ω,
ϕ : G→ Ω, G ⊂ Rp, p ∈ N, ϕ(u0) = x0 und ϕ stetig in u0 ∈ G

}
⇒ f ◦ ϕ ist stetig in u0.

f, g : Ω→ R stetig in x0 ⇒ f · g stetig in x0, fg stetig in x0 (g(x) 6= 0).
g : Ω→ R stetig in x0, g(x0) > 0⇒ ∃δ > 0 : ∀x ∈ (Kδ(x

0) ∩ Ω) : g(x) > 0.
f : Ω→ R stetig in x0 ⇒ ||f || : Ω→ R ist stetig in x0.

f heißt beschränkt ⇔ f(Ω) = {f(x) : x ∈ Ω} ⊂ Rm beschränkt. f(Ω) heißt Bild von Ω.

Satz von Minimum und Maximum: K ⊂ Rn sei kompakt;

1. f : K → Rm sei stetig auf K ⇒ f(K) ⊂ Rm kompakt.

2. f : K → R sei stetig auf K ⇒ f ist beschränkt und ∃u, v ∈ K : f(u) = inf
x∈K

(f(x)) und f(v) = sup
x∈K

(f(x)).

Satz von gleichmäßiger Stetigkeit:
Es sei K ⊂ Rn kompakt, f : K → Rm stetig auf K ⇒ f ist gleichmäßig stetig auf K

(d.h.: ∀ε > 0 : ∃δ > 0 : ∀x, x′ ∈ K : ||x− x′|| < δ ⇒ ||f(x)− f(x′)|| < ε).

Stetigkeit der Umkehrabbildung:
Es sei f : K → Rm, K ⊂ Rn kompakt, f stetig auf K und es existiere f−1 : f(K)→ K ⇒ f−1 ist stetig auf f(K).

Ω ⊂ Rn heißt zusammenhängend ⇔ für alle Punkte x, y ∈ Ω existiert ein Weg in Ω, der x und y verbindet.
(d.h.: ∃Φ : [a, b]→ Ω stetig auf [a, b] mit Φ(a) = x und Φ(b) = y).

Ω ⊂ Rn heißt Gebiet ⇔ Ω offen und zusammenhängend.

Sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet, f : Ω→ R stetig auf Ω, u, v ∈ Ω und y0 ∈ R : f(u) < y0 < f(v)⇒ ∃x0 ∈ Ω : f(x0) = y0. (ZWS)

f : Ω→ R, Ω ⊂ Rn offen, x = (x1, ..., xn) ∈ Ω:

1. ej = (0, ..., 0, 1︸︷︷︸
j-te Stelle

, 0, ..., 0) heißt Einheitsvektor in xj-Richtung (j = 1, ..., n).

∂f
∂xj

(x) = lim
t→0

f(x+ tej)− f(x)

t
heißt partielle Ableitung von f nach xj in x ∈ Ω.

(Schreibweisen: ∂f
∂xj

= ∂xjf = ∂jf = Djf = fxj ....)

2. f heißt partiell differenzierbar in x ∈ Ω⇔ ∀j ∈ {1, ..., n} : ∃ ∂f∂xj (x).
Wir setzen ∇f(x) = (∂1f(x), ∂2f(x), ..., ∂nf(x)) Gradient von f in x ∈ Ω.

3. ν = (ν1, ..., νn), ||ν|| = 1⇒ ∂f
∂ν (x) = lim

t→0

f(x+ νt)− f(x)

t
heißt Ableitung von f in Richtung ν im Punkt x ∈ Ω.

(Richtungsableitung)

7
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Ω ⊂ Rn offen, x0 ∈ Ω, f : Ω→ R heißt total differenzierbar

⇔ ∃a = (a1, ..., an) ∈ Rn : f(x) = f(x0) + a(x− x0)︸ ︷︷ ︸
Skalarprodukt

+R(x), wobei lim
x→x0

R(x)

||x− x0||
= 0.

Außerdem gilt:

1. f total differenzierbar ⇒ f stetig in x0.

2. f total differenzierbar ⇒ ∃∂f∂ν (x0) = (∇f)(x0) · ν. (||ν|| = 1)

3. f total differenzierbar ⇒ a =
(
∇f)(x0) = (∂1f(x0), ..., ∂nf(x0)

)
.

f differenzierbar in x0, dann gilt:
∂f
∂ν (x0) ist maximal ⇔ ν = ∇f(x0)

||∇f(x0)|| ;
∂f
∂ν (x0) ist minimal ⇔ ν = − ∇f(x0)

||∇f(x0)|| .

Ω ⊂ Rn offen, f : Ω → R differenzierbar in x0 ∈ Ω; ϕ : (a, b) → Ω mit ϕ(t) = (ϕ1(t), ..., ϕn(t)), ϕ(t0) = x0 mit ϕj
differenzierbar in t0 für j = 1, ..., n;

⇒ ∃ ddt (f ◦ ϕ)(t0) =

n∑
j=1

∂f

∂xj
(ϕ(t0)) · ϕ̇j(t0) = ∇f(x0) · ϕ̇j(t0). (Kettenregel)

f : Ω→ R, Ω ⊂ Rn offen:

1. f stetig differenzierbar in x0 ⇔ 1.∃ ∂f∂xj (x) für x ∈ Kδ(x
0) ⊂ Ω und j = 1, ..., n.

2. ∂f∂xj stetig in x0 für j = 1, ..., n.

2. f ∈ C(Ω)⇔ f stetig auf Ω.

3. f ∈ C1(Ω)⇔ Für alle j = 1, ..., n ist ∂f
∂xj
∈ C(Ω).

Ω ⊂ Rn offen, f : Ω→ Rn stetig differenzierbar in x0 ⇒ f ist total differenzierbar in x0.
Insbesondere ist dann f auch stetig in x0.

Ω ⊂ Rn offen, f : Ω→ R differenzierbar in (x0, y0):

1. Die Ebene, gegeben durch z = f(x0, y0) + ∂f
∂x (x0, y0) · (x − x0) + ∂f

∂y (x0, y0) · (y − y0), heißt Tangentialebene
an den Graph(f) = {(x, y, f(x, y)) : (x, y) ∈ Ω} im Punkt (x0, y0, f(x0, y0)).

2. Der Vektor n = ± (−fx,−fy, 1)

||(−fx,−fy, 1)||
(x0, y0) heißtNormaleneinheitsvektor an denGraph(f) in (x0, y0, f(x0, y0)).

n⊥ Tangentialebene.

f : Ω→ R, Ω ⊂ Rn offen, x0 ∈ Ω:

1. m ∈ N, j ∈ {1, ..., n} :
∂mf

∂xjm
(x0) =

∂

∂xj

[
∂m−1f

∂xjm−1

]
(x0) heißt Ableitung der Ordnung m von f in Richtung xj .

2. m ∈ N, jl ∈ {1, ..., n}, l = 1, ...,m : D(j1,j2,...,jm)f(x0) = [Djm(...(Dj2(Dj1f)))] (x0) heißt gemischte Ableitung
der Ordnung m.

3. α = (α1, ..., αn) ∈ N0
n , |a| := α1 + ...+ αn: Dαf(x0) =

∂|α|f

∂x1
α1 · · · ∂xnαn

(x0) = [Dn
αn(...(D2

α2(D1
α1f)))] (x0).

Satz von Schwarz:
Ω ⊂ Rn offen, f : Ω→ R, x0 ∈ Ω, j, k ∈ {1, ..., n}, j 6= k:
∃Djf und ∃Dkf in Kδ(x

0) ⊂ Ω;
∃Dj(Dkf) in Kδ(x

0) ⊂ Ω, stetig in x0

}
⇒ ∃[Dk(Djf)](x0) = [Dj(Dkf)](x0).

m ∈ N,Ω ⊂ Rn offen, f : Ω→ R heißt m-mal stetig differenzierbar auf Ω (f ∈ Cm(Ω))
⇔ ∃ sämtliche partielle Ableitungen der Ordnungen ≤ m und diese sind stetig auf Ω.

Cm(Ω) = {f ∈ C(Ω) : ∃Dαf ∈ C(Ω) : ∀α : |α| ≤ m} Möglichkeiten der partiellen Ableitungen: |α|!
α1!α2!···αn! = |α|!

α! .
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Laplace-Operator: 4 =
∑n
i=1

∂2

∂xi2

f ∈ C1(Ω),Kδ(x
0) ⊂ Ω:

∀x ∈ Kδ(x
0) : ∃ϑ : 0 < ϑ < 1 : f(x) = f(x0) +

n∑
j=1

∂jf(x0 +ϑ(x−x0))(xj−xj0) = f(x0) +∇f(x0 +ϑ(x−x0))(x−x0).

Taylor: f ∈ Cm+1(Ω),m ∈ N0 ⇒ ∃Kδ(x
0) : ∀x ∈ Kδ(x

0) ⊂ Ω :

f(x) =
∑
|α|≤m

Dαf(x0)

α!
(x− x0)α

︸ ︷︷ ︸
=Tmf(x)

+
∑

|α|=m+1

Dαf(x0 + ϑ(x− x0))

α!
(x− x0)α

︸ ︷︷ ︸
=Rm(x)

mit α = (α1, ..., αn), α! = α1! · · ·αn!, |α| = α1 + ...+ αn, (x− x0)α = (x1 − x0
1)α1 · · · (xn − x0

n)αn .

Insbesondere gilt dann: Tmf(x0) = f(x0) +∇f(x0)(x− x0) +
∑
|α|=2

Dαf(x0)

α!
(x− x0)α + ...+

∑
|α|=m

Dαf(x0)

α!
(x− x0)α.

f ∈ C2(Ω)⇒ ∃Kδ(x
0) : ∀x ∈ Kδ(x

0) : mit lim
x→x0

R(x)

||x− x0||2 → 0.

f(x) = f(x0) +

n∑
j=1

∂jf(x0)(xj − x0
j) +

1

2

n∑
j=1

n∑
k=1

∂j∂kf(x0)(xj − x0
j)(xk − x0

k) +R(x);

Mit x =

 x1

...
xn

 , xt = [x1 ... xn] , ∇f = [∂1f, ..., ∂nf ] ,Hesse-Matrix von f : Hf =


∂1∂1f ∂1∂2f ... ∂1∂nf
∂2∂1f ∂2∂2f ... ∂2∂nf

...
...

. . .
...

∂n∂1f ∂n∂2f ... ∂n∂nf

:
f(x) = f(x0) +∇f(x0)(x− x0) +

1

2
(x− x0)t Hf(x0) (x− x0) +R(x).

f ∈ C2(Ω)⇒ Hf ist eine symmetrische n× n-Matrix.
q(x− x0) = (x− x0)t Hf(x0) (x− x0) ist eine quadratische Form.

f : Ω→ R, Ω ⊂ Rn offen:
(1) f hat ein (isoliertes) lokales Maximum in x0 :⇔ ∃δ > 0 : ∀x ∈ Kδ(x

0)\{x0} : f(x) < f(x0).
(2) f hat ein (isoliertes) lokales Minimum in x0 :⇔ ∃δ > 0 : ∀x ∈ Kδ(x

0)\{x0} : f(x) > f(x0).

Notwendige Bedingung: f ∈ C1(Ω) mit lokalem Extremum in x0 ∈ Ω⇒ ∀ν, ||ν|| = 1 : ∂f
∂ν (x0) = 0;
also insbesondere ∇f(x0) = 0.

A = [ajk] relle, symmetrische n× n-Matrix:

1. qA(y) = ytAy =

n∑
j=1

n∑
k=1

ajkyjyk heißt quadratische Form.

2. A bzw. qA heißt positiv definit ⇔ ∃c > 0 : ∀y ∈ Rn : ytAy ≥ c||y||2.
3. A bzw. qA heißt negativ definit ⇔ ∃c > 0 : ∀y ∈ Rn : ytAy ≤ −c||y||2.
4. A bzw. qA heißt indefinit ⇔ ∃y1, y2 ∈ Rn : qA(y1) < 0, qA(y2) > 0.

Es gilt: ytAy ≥ c||y||2 : ∀y ∈ R ⇔ ytAy > 0 : ∀y ∈ Rn, y 6= 0.

A symmetrisch ⇒ ∃T ∈ O(n) : T tAT =

 λ1 0

. . .
0 λn

 = Λ; wobei λj die Eigenwerte von A und die Spalten von T

Eigenvektoren von A sind: T = [v1 v2 ... vn]⇒ Avj = λjv
j : ∀j = 1, ..., n.

z ∈ Rn, sei y = Tz ⇒ ytAy = (ztT t)A(Tz) = zt(T tAT )z = ztΛz = λ1z1
2 + ...+ λnzn

2 > 0⇔ ∀j : j > 0.
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f ∈ C2(Ω), x0 ∈ Ω; dann gilt:
1. Hf(x0) ist positiv definit ⇔ alle Eigenwerte von Hf(x0) sind positiv.
2. Hf(x0) ist negativ definit ⇔ alle Eigenwerte von Hf(x0) sind negativ.
3. Hf(x0) ist indefinit ⇔ es existieren positive und negative Eigenwerte.

A symmetrische Matrix, A =

 a11 ... a1n

. . .
. . . . . .

an1 ... ann

, 4k = det

 a11 ... a1k

. . .
. . . . . .

ak1 ... akk

, ∀k = 1, ..., n; dann gilt:

1. A ist positiv definit ⇔ ∀k = 1, ..., n : 4k > 0.
2. A ist negativ definit ⇔ ∀k = 1, ..., n : (−1)k4k > 0 (⇔ −A ist positiv definit.)

Hinreichende Bedingung:f ∈ C2(Ω),Ω ⊂ Rn, x0 ∈ Ω und ∇f(x0) = 0 (⇔ x0 “stationärer Punkt”):

1. Hf(x0) positiv definit ⇒ f hat lokales Minimum in x0,

2. Hf(x0) negativ definit ⇒ f hat lokales Maximum in x0,

3. Hf(x0) indefinit ⇒ f hat kein lokales Maximum oder Minimum in x0 (“Sattelpunkt”).

(∂Ω immer gesondert untersuchen!)

Ω ⊂ Rn offen, f : Ω→ Rm, m,n ∈ N, x =

 x1

...
xn

 ∈ Ω, f(x) =

 f1(x)
...

fm(x)

 ∈ Rm, wobei fj : Ω→ R für j = 1, ...,m:

1. f heißt Ck-Abbildung auf Ω (f ∈ Ck(Ω,Rm)) :⇔ ∀j ∈ {1, ...,m} ist fj ∈ Ck(Ω) , k ∈ N.

2. f heißt C∞-Abbildung auf Ω (f ∈ C∞(Ω,Rm)) :⇔ ∀j ∈ {1, ...,m} ist fj ∈ Ck(Ω) für alle k ∈ N.

3. f ∈ C1(Ω,Rm), Df =

 ∇f1

...
∇fm

 =

 ∂1f1 ∂2f1 ... ∂nf1

...
...

. . .
...

∂1fm ∂2fm ... ∂nfm

 heißt Jacobi-Matrix von f .

f ∈ C1(Ω,Rm), x0 ∈ Ω⇒ ∀x ∈ Kδ(x
0) : f(x) = f(x0) +Df(x0) (x−x0) +R(x) mit lim

x→x0

||R(x)||
||x− x0||

= 0.

Kettenregel:
l,m, n ∈ N, f : Rn → Rm C1-Abbildung auf Kδ1(x0), g : Rm → Rl C1-Abbildung auf Kδ2(y0) mit y0 = f(x0)

⇒ h = g ◦ f ist C1-Abbildung auf Kδ1(x0) und Dh(x0) = (Dg(y0)) · (Df(x0)).

Seien U, V ⊂ Rn offen, k ∈ N, dann gilt:

1. g : U → V heißt Ck-Diffeomorphismus ⇔
{
a) g : U → V bijektiv;
b) g (auf U) , g−1 (auf V) sind Ck-Abbildungen.

2. g : U → V heißt C∞-Diffeomorphismus ⇔ g ist Ck-Diffeomorphismus für alle k.

g : U → V , g ∈ C1 ⇒ Die Jacobi-Matrix Dg(x) ist regulär (die Inverse existiert) und [Dg(x)]
−1

= Dg−1(g(x)).
(⇒ ∀x ∈ U : det(Dg(x)) 6= 0.)

Und det(Dg(x)) heißt Jacobi-Determinante (oder Funktionaldeterminante) von g:

det(Dg(x)) =
∂(y1, ..., yn)

∂(x1, ..., xn)
=
∂(g1, ..., gn)

∂(x1, ..., xn)
.
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Lokale Umkehrbarkeit:

1. g : Ω → Rn, Ω ⊂ Rn offen, sei eine C1-Abbildung; x0 ∈ Ω und g(x0) = y0. Außerdem gelte det(Dg(x0)) 6= 0.
Dann existieren offene Mengen U ⊂ Ω (x0 ∈ U) und V ⊂ Rn (y0 ∈ V ), so dass gilt:

g ist Diffeomorphismus von U auf V .

Für die Jacobi-Matrix von g−1 gilt: (Dg−1)(y) =
[
Dg(g−1(y))

]−1 für y ∈ V .

2. Ist zusätzlich g eine Ck-Abbildung (k > 1), so ist g−1 auch eine Ck-Abbildung.

Seien U,Ω ⊂ Rn offen, g : U → Ω ein C1-Diffeomorphismus:

1. u ∈ U heißt Koordinatenvektor von x ∈ Ω bezüglich g :⇔ x = g(u).

2. x0 = g(u0), Φj(t) = g(u0 + t · ej), ej = (0, ..., 0,

j-te Stelle︷︸︸︷
1 , 0, ..., 0) mit (u0 + t · ej) ∈ U :

Der Weg (Kurve) Φj heißt j-te Koordinatenlinie durch x0.

x0 ist Schnittpunkt von n Koordinatenlinien.

Dabei ist die Jacobi-Matrix Dg =

 ∂1g1

...
∂1gn︸ ︷︷ ︸
~b1

∂2g1

...
∂2gn︸ ︷︷ ︸
~b2

...
. . .
...

∂ng1

...
∂ngn


︸ ︷︷ ︸

~bn

mit den zu normierenden Basisvektoren (~ei =
~bi

|~bi|
).

Seien U,Ω ⊂ Rn offen, g : U → Ω ein Diffeomorphismus, Φj(t) = g(u0 + t · ej) Koordinatenlinien durch x0 = g(u0):

Φ̇j =

 ∂jg1(u0)
...

∂jgn(u0)

 := ∂j g(u0) heißt Tangentenvektor an die j-te Koordinatenlinie in x0 = g(u0) (∀j = 1, ..., n).

Die krummlinigen Koordinaten (u1, ..., un) heißen orthogonal
⇔
{
∂1g(u0), ..., ∂ng(u0)

}
bilden ein Orthogonalsystem im Rn für alle u0 ∈ U .

Seien Ω ⊂ Rn offen, ~v =

 v1

...
vn

, ~v : Ω→ Rn Vektorfeld:

• ~v heißt konservativ (oder Gradientenfeld) ⇔ ∃F ∈ C1(Ω) : ~v = −grad(F ) auf Ω.

• F : Ω→ R ist ein skalares Feld und heißt dann Potential von ~v.

Ω ⊂ Rn Gebiet, F,Φ seien Potentiale von ~v auf Ω ⇒ ∃c ∈ R : Φ = F + c.

Sei ~v : Ω→ Rn ein C1-Vektorfeld und ~v = −grad(F ); dann gilt:
∂vj
∂xk

=
∂vk
∂xj

∀j, k = 1, ..., n (⇔ D~v ist symmetrisch).

Sei ~v : Ω→ R3 C1-Vektorfeld, dann: rot(~v) =


∂v3

∂x2
− ∂v2

∂x3
∂v1

∂x3
− ∂v3

∂x1
∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2

 (= ~∇× ~v) heißt Rotation.

~v konservativ ⇔ rot(~v) = 0 ⇒ ~v ist wirbelfrei. Sonst heißt ~v Wirbelfeld.

~v : Ω→ Rn C1-Vektorfeld, dann: div(~v) =

n∑
j=1

∂vj
∂xj

(= ~∇ · ~v) heißt Divergenz.

Es gilt div(~v) = tr(D~v) ist Spur der Jacobi-Matrix von ~v; div(~r) = n mit ~r ∈ Rn einem Ortsvektor.
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u : Ω→ R, u ∈ C2(Ω), dann: 4u = div(grad(u)) =
∂2u

∂xj2
heißt Laplace-Operator.

(4u = 0⇔ u harmonisch.)

4(f g) = g 4 f + 2 grad(f) grad(g) + f 4 g

rot(f grad(g)) = grad(f)× grad(g)

div(grad(f)× grad(g)) = 0
in krummlinigen Orthogonalkoordinaten:

g : U → Ω Diffeomorphismus (U,Ω ⊂ R3), g =

 g1(u, v, w)
g2(u, v, w)
g3(u, v, w)

 orthogonale Koordinaten;

Jacobi-Matrix Dg =
[
∂ug ∂vg ∂wg

]
;

Koordinateneinheitsvektoren: ~eu =
1

||gu||
∂ug, ~ev =

1

||gv||
∂vg, ~ew =

1

||gw||
∂wg; {~eu, ~ev, ~ew} ist Orthonormalsystem;

Seien hu = ||gu||, hv = ||gv|| und hw = ||gw||; F = F (u, v, w) und ~A = A1~eu +A2~ev +A3~ew mit Ai = Ai(u, v, w):

• grad(F ) =
1

hu
∂uF ~eu +

1

hv
∂vF ~ev +

1

hw
∂wF ~ew,

• div( ~A) =
1

hu hv hw
[∂u(A1 hv hw) + ∂v(A2 hu hw) + ∂w(A3 hu hv)],

• rot( ~A) =
1

hu hv hw
· det

 hu ~eu hv ~ev hw ~ew
∂u ∂v ∂w

huA1 hv A2 hw A3

,

• 4F =
1

hu hv hw

[
∂u

(
hv hw
hu

∂uF

)
+ ∂v

(
hu hw
hv

∂vF

)
+ ∂w

(
hu hv
hw

∂wF

)]
.

Auflösungssätze:
(m = 1, n = 1)

Es sei Ω ⊆ R2 offen, F : Ω→ R, F ∈ C1(Ω), F (x0, y0) = 0 für (x0, y0) ∈ Ω und dF
dy (x0, y0) 6= 0; dann:

∃U = (x0 − δ, x0 + δ), δ > 0 und ∃V = (y0 − ε, y0 + ε), ε > 0 mit U × V ⊆ Ω und ∃f : U → R stetig differenzierbar,
eindeutig bestimmt, so dass (x, y) ∈ U × V ∧ F (x, y) = 0 ⇔ x ∈ U ∧ y = f(x).

Gegeben sei x ∈ Rn, y ∈ Rm, Ω ⊆ Rn × Rm, F : Ω→ Rm, F ∈ C1(Ω), F (x, y) = 0.
Gesucht: U ⊆ Rn, V ⊆ Rm mit (x0, y0) ∈ (U × V ) ⊆ Ω und f : U → V , f ∈ C1(U) und eindeutig bestimmt, so dass
F (x, f(x)) = 0 : ∀x ∈ U .

notwendige Bedingung: dFdy (x, f(x)) =


∂F1

∂y1
(x, y) · · · ∂F1

∂ym
(x, y)

...
. . .

...
∂Fm
∂y1

(x, y) · · · ∂Fm
∂ym

(x, y)

 muss regulär sein (invertierbar); also ins-

besondere det
(
∂F
∂y (x0, y0)

)
6= 0.

Sei nun det
(
∂F
∂y (x0, y0)

)
6= 0; dann existieren offene Mengen U ⊂ Rn, V ⊂ Rm mit (x0, y0) ∈ U × V ⊂ Ω, so dass:

1. ∀x ∈ U : ∃ genau ein y = f(x) ∈ V mit F (x, f(x)) = 0.

2. Die so definierte Abbildung f : U → V ist eine C1-Abbildung, deren Jacobi-Matrix sich als Lösung des LGS

∂F

∂y
(x, f(x)) ·Df(x) = −∂F

∂x
(x, f(x))

berechnen lässt.

3. Ist F eine Ck-Abbildung (k = 2, 3, ...), so ist auch f eine Ck-Abbildung.
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(n = m = 1) F : Ω→ R, Ω ⊆ R2, F ∈ C1(Ω), (x0, y0) ∈ Ω : ∂F∂y (x0, y0) 6= 0 und F (x0, y0) = c, c ∈ R, dann:

• Durch {(x, y) : F (x, y) = c} wird lokal (in Umgebung von x0) eine Kurve (der Graph von y = f(x)) definiert.

• Der Gradient von F in (x, y) steht senkrecht auf der Tangente an den Graph von f in x (y = f(x)).

(n = 2, m = 1) F : Ω → R, Ω ⊆ R3, F ∈ C1(Ω), (x0, y0, z0) ∈ Ω : ∂F
∂z (x0, y0, z0) 6= 0 und F (x0, y0, z0) = c, c ∈ R,

dann:

• Durch {(x, y, z) : F (x, y, z) = c} wird lokal (in Umgebung von (x0, y0)) eine Fläche (der Graph von z = f(x, y))
definiert.

• Der Gradient von F in (x, y, z) steht senkrecht auf der Tangentialebene an den Graph von f in (x, y) (z = f(x, y)).

F,G : Ω → R stetig differenzierbar auf Ω ⊂ R2 (Ω offen) mit (x0, y0) ∈ Ω : G(x0, y0) = 0 und grad(G)(x0, y0) 6= 0. F habe in
(x0, y0) ein Extremum unter der Nebenbedingung G(x, y) = 0; dann existiert ein λ ∈ R (λ 6= 0, Lagrange-Multiplikator), so
dass:

∂F

∂x
(x0, y0) = λ

∂G

∂x
(x0, y0) und

∂F

∂y
(x0, y0) = λ

∂G

∂y
(x0, y0). (*)

Nun sei L(x, y, λ) = F (x, y) + λG(x, y) (Lagrange-Funktion), dann gilt:
(G(x0, y0) = 0 ∧ ∃λ0 mit (*)) ⇔ ∇L(x0, y0, λ0) =

(
∂L
∂x

∂L
∂y

∂L
∂λ

)
(x0, y0, λ0) = 0.

Zielfunktion F (x), F : Ω → R , Ω ⊂ Rn offen (d.h.: x ∈ Rn); Nebenbedingung G(x) = 0 , wobei G : Ω → Rk,

k ∈ N (d.h.: λ ∈ Rk); L(x, λ) = F (x) + λG(x) = F (x) +

k∑
j=1

λjGj(x) . Sei nun x0 ∈ Ω, rk(DG(x0)) = k (der Rang

der Jacobi-Matrix) und F habe ein Extremum in x0 unter der Nebenbedingung G(x) = 0; dann gilt:

∃λ0 ∈ Rk (λ0 6= 0) : ∇ L(x0, λ0) = 0.

n

√√√√ n∏
i=1

xi ≤
1

n

n∑
i=1

xi

geometr. Mit. ≤ arithmet. Mit.(Γ,Φ) glatte Kurve, Γ ⊂ Ω ⊂ Rn Gebiet:

1. f : Ω→ R stetig (“skalares Feld”),
∫

Γ

fds =

∫ b

a

f(Φ(t))||Φ̇(t)||dt heißt skalares Kurvenintegral (Kurvenintegral

1. Art).
ds = ||Φ̇(t)||dt ist Linienelement (Bogenelement).

2. ~v : Ω → Rn stetiges Vektorfeld,
∫

Γ

~vd~x =

∫ b

a

~v(Φ(t))Φ̇(t)dt heißt vektorielles Kurvenintegral von ~v längs Γ

(Kurvenintegral 2. Art).

3. Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ ... ∪ ΓN stückweise glatt, f,~v wie oben, dann:
∫

Γ

fds =

N∑
j=1

∫
Γj

fds,
∫

Γ

~vd~x =

N∑
j=1

∫
Γj

~vd~x.

Die Integrale sind unabhängig von der Auswahl der (zulässigen) Parameterdarstellung!

Seien Γ und −Γ die gleiche Kurve, nur entgegengesetzt orientiert:
∫
−Γ

fds =
∫

Γ
fds,

∫
−Γ
~vd~x = −

∫
Γ
~vd~x.
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Ω ⊂ Rn Gebiet, ~v : Ω→ Rn Vektorfeld:

• ~v konservativ (~v = −grad(u) mit u ∈ C1(Ω)), x0, x1 ∈ Ω; dann gilt für jede stückweise glatte Kurve Γ in Ω von x0

nach x1:
∫

Γ

~vd~x = u(x0)− u(x1) (Potentialdifferenz).

Insbesondere ist dann
∫

Γ

~vd~x = 0 (Γ stückweise glatt und geschlossen) wegunabhängig!

• ~v stetiges Vektorfeld; für jede stückweise glatte geschlossene Kurve Γ auf Ω sei
∫

Γ

~vd~x = 0⇒ ~v ist konservativ.

~v ∈ C1(Ω), Ω ⊂ Rn Gebiet; dann gilt: ~v konservativ auf Ω ⇒ ∀j, k = 1, ..., n : ∂jvk = ∂kvj .

~v ∈ C1(Ω), Ω ⊂ Rn sternförmiges Gebiet (d.h.: ∃x0 ∈ Ω : ∀x ∈ Ω : x0 + t(x− x0) ∈ Ω : ∀t : 0 ≤ t ≤ 1); dann gilt:
~v konservativ auf Ω ⇔ ∀j, k = 1, ..., n : ∂jvk = ∂kvj .

Dies gilt auch, wenn Ω ⊂ Rn ein einfach zusammenhängendes Gebiet ist.

Q = [a1, b1] × ... × [an, bn] n-dimensionales Rechteck, f : Q → Rn beschränkt, µ(Q) =

n∏
j=1

|bj − aj | Volumen

von Q und Qk := I
(1)
k1
× ... × I(n)

kn
mit k = (k1, ..., kn) ∈ Nn und kj = 1, ..., Nj (j = 1, ..., n), wobei

(
I

(j)
kj

)
kj=1,...,Nj

Zerlegung von [aj , bj ].
Z ∼ (Qk)k Zerlegung von Q, Z = {Qk : kj = 1, ..., Nj ; j = 1, ..., n}, mk(f) = inf

Qk
(f), Mk(f) = sup

Qk

(f), Unter-

summe: S(f, Z) =
∑
k

mk(f)µ(Qk) , Obersumme: S(f, Z) =
∑
k

Mk(f)µ(Qk).

Z ′ = {Q′L : L = 1, ..., Lj ; j = 1, ..., n} ist Verfeinerung von Z = (Qk)k ⇔ ∀Q′L ⊂ Z ′ : ∃Qk ⊂ Z mit Q′L ⊃ Qk.

d(Z) = max
Qk∈Z

(diam(Qk)) = max
Qk∈Z

[
sup

x,y∈Qk
||x− y||

]
heißt Feinheit der Zerlegung (diam =̂ Durchmesser).

• Z Zerlegung, m = inf
Q

(f), M = sup
Q

(f) ⇒ µ(Q) ·m ≤ S(f, Z) ≤ S(f, Z) ≤M · µ(Q).

• Z ′ Verfeinerung von Z ⇒ S(f, Z) ≤ S(f, Z ′) ≤ S(f, Z ′) ≤ S(f, Z).

• Z, Z∗ Zerlegungen ⇒ S(f, Z) ≤ S(f, Z∗).

• ∃ sup
Z

(S(f, Z)) ∧ ∃ inf
Z

(S(f, Z)) und sup
Z

(S(f, Z)) ≤ inf
Z

(S(f, Z)).

• Unterintegral:
∫
Q

fdx := sup
Z

(S(f, Z))

Oberintegral:
∫
Q

fdx := inf
Z

(S(f, Z))

• f ist “Riemann-integrierbar”:

– ⇔ ∀ε > 0 : ∃ Zerlegung Zε von Q, so dass S(f, Zε)− S(f, Zε) < ε.
– ⇔ ∀ε > 0 : ∃δ(ε) > 0 : ∀ Zerlegungen Z von Q mit d(Z) < δ(ε) gilt: S(f, Z)− S(f, Z) < ε.

Daher: f ∈ C(Q) ⇒ f ∈ R(Q) (Q ⊂ Rn n-dimensionales Rechteck)

(Allgemeiner: Sei die Menge der Unstetigkeitsstellen eine Lebesgue’sche Nullmenge (im Rn), so gilt f ∈ R(Q).)
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• Linearität: f, g ∈ R(Q), λ, µ ∈ R ⇒ λf + µg ∈ R(Q) und
∫
Q

(λf + µg) dx = λ
∫
Q
fdx+ µ

∫
Q
gdx.

• f, g ∈ R(Q), f ≤ g auf Q ⇒
∫
Q
fdx ≤

∫
Q
gdx.

• f ∈ R(Q) ⇒ |f | ∈ R(Q) und |
∫
Q
fdx| ≤

∫
Q
|f |dx.

• Q =

N⋃
j=1

Qj ,
0

Qj ∩Ql = ∅ : ∀j 6= l, dann gilt: f ∈ R(Q)⇔ f ∈ R(Qj) : ∀j = 1, ..., N und
∫
Q
fdx =

N∑
j=1

∫
Qj

fdx.

• f ∈ C(Q) und
∫
Q
|f |dx = 0 ⇒ f = 0 auf Q.

Mittelwertsatz der Integralrechnung: f ∈ C(Q)⇒ ∃ξ ∈
0

Q: f(ξ) = 1
µ(Q)

∫
Q
f(x)dx.

Der Satz von Fubini
Sei Q = A×B, A k-dimensionales Rechteck, B l-dimensionales Rechteck, f : Q→ R Riemann-integrierbar; dann gilt:

1. für jedes x ∈ A existiere
∫
B
f(x, y)dy; dann existiert

∫
A

(∫
B

f(x, y) dy

)
dx =

∫
Q

f(x, y) d(x, y);

2. für jedes y ∈ B existiere
∫
A
f(x, y)dx; dann existiert

∫
B

(∫
A

f(x, y) dx

)
dy =

∫
Q

f(x, y) d(x, y).

Also: f stetig auf Q = A×B ⇒
∫
B

(∫
A

fdx

)
dy =

∫
A

(∫
B

fdy

)
dx =

∫
Q

fd(x, y).

f : Rn → R, Ω ⊂ Rn beschränkt, Q n-dimensionales Rechteck mit Ω ⊂
0

Q, f beschränkt; dann:∫
Ω
fdx =

∫
Q
f χΩ dx, wobei χΩ =

{
1 , x ∈ Ω
0 , x /∈ Ω

(“charakteristische Funktion”).

Existiert das Integral, so schreiben wir: f ∈ R(Ω).

M ⊂ Rn heißt Jordan’sche Nullmenge ⇔ ∀ε > 0 : ∃ endlich viele abgeschlossene n-dimensionale Rechtecke

Q1, ..., QN mit M ∈
N⋃
j=1

0

Qj und
N∑
j=1

µ(Qj) < ε.

f : Ω→ R beschränkte Funktion, Ω ⊂ Rn beschränkt, Ω ⊂
0

Q (Q n-dimensionales Rechteck) und f = 0 auf Rn\Q; dann:

1. f ist fast überall stetig auf Q (d.h.: {x ∈ Q : f unstetig in x} ist Jordansche Nullmenge).

2. ∂Ω Jordansche Nullmenge ⇒ f ∈ R(Ω).

M ⊂ Rn Jordan’sche Nullmenge (M ⊂
0

Q) ⇒ ∃
∫
M

1dx =
∫
Q
χMdx = 0.

Ω ⊂ Rn heißt Jordan-messbar ⇔ Ω beschränkt und ∂Ω Jordan’sche Nullmenge.
Ω Jordan-messbar, µ(Q) =

∫
Ω

1dx =
∫
Q
χΩdx heißt Volumen von Ω (Jordan’sches Maß).

Ω ⊂ Rn Jordan-messbar, f : Rn → R

1. f ∈ R(Ω) ⇒ ∃
∫

0
Ω
fdx =

∫
Ω
fdx =

∫
Ω
fdx.

2. f = g fast überall auf Ω ⇒ f ∈ R(Ω)⇔ g ∈ R(Ω) und
∫

Ω
fdx =

∫
Ω
gdx.

ϕ : Rn−1 → R stetig auf K ⊂ Rn−1, K kompakt
⇒ S := {x ∈ Rn : xn = ϕ(x1, ..., xn−1), x′ = (x1, ..., xn−1) ∈ K} ist Jordan’sche Nullmenge im Rn.
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B = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c(x) ≤ y ≤ d(x)} mit c, d : [a, b]→ R heißt Normalbereich im R2.
∂B = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4 (mit Γi einem Randkurvenstück) ist Jordansche Nullmenge.

f : B → R stetig, B ⊂ R2 Normalbereich ⇒ B ist Jordan-messbar und ∃
∫
B

fd(x, y) =

∫ b

a

[∫ d(x)

c(x)

f(x, y)dy

]
dx.

G = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ B,ϕ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y)} (mit ϕ,ψ : B → R stetig) heißt Normalbereich im R3.

f : G→ R, G ⊂ R3 Normalbereich ⇒ G Jordan-messbar und ∃
∫
G

fd(x, y, z) =

∫
B

[∫ ψ(x,y)

ϕ(x,y)

f(x, y, z)dz

]
d(x, y).

Transformationsformel:
A,B ⊂ Rn kompakt, Jordan-messbar; g : A → B stetig diff’bar, surjektiv und g injektiv auf A\N , wobei N Jor-
dan’sche Nullmenge ist; außerdem ∂(g1,...,gn)

∂(u1,...,un) 6= 0 auf A\N . Ferner sei f : B → R stetig.∫
B

f(x)dx =

∫
A

f(g(u))

∣∣∣∣ ∂(g1, ..., gn)

∂(u1, ..., un)

∣∣∣∣ du
∫ ∞
−∞

e−x
2

dx =
√
π∫

||x||≤1

||x||−αd(x1, x2, x3) <∞ ⇔ α < 3∫
||x||≥1

||x||−αd(x1, x2, x3) <∞ ⇔ α > 3

Flächen im R3:
G ⊂ R2 offen, g : G→ R3 C1-Abbildung, injektiv mit

rk(Dg) = rk

 ∂g1
∂u

∂g1
∂v

∂g2
∂u

∂g2
∂v

∂g3
∂u

∂g3
∂v

 = 2 für alle (u, v) ∈ G.

S = g(G) heißt orientierte Fläche im R3 mit Parameter-
darstellung g.
Sei U ⊂ R2, h : U → R3 C1-Abbildung heißt zulässige Parameterdarstellung von (S, g)

⇔ ∃ bijektive Abbildung µ : U → G mit det(Dµ) = ∂(µ1,µ2)
∂(s,t) > 0 auf U , so dass h(s, t) = g(µ(s, t)) auf U .

Wir setzen ~gu =

 ∂g1
∂u
∂g2
∂u
∂g3
∂u

 und ~gv =

 ∂g1
∂v
∂g2
∂v
∂g3
∂v

; ~n(u0, v0) =
~gu × ~gv
||~gu × ~gv||

(u0, v0) heißt Normaleneinheitsvektor an S

im Punkt g(u0, v0) =

 x0

y0

z0

.

Die durch [(~gu × ~gv)(u0, v0)] ·

 x− x0

y − y0

z − z0

 = 0 aufgespannte Ebene, heißt Tangentialebene an S in

 x0

y0

z0

.

Definition von ~n und der Tangentialebene sind unabhängig von der zulässigen Parameterdarstellung.

Jetzt: betrachten kompakte Fläche:
Ω ⊂ R2 offen, g : Ω→ R3 C1-Abbildung, B ⊂ Ω Jordan-messbar, kompakt; S = g(B) = {g(u, v) : (u, v) ∈ B}.

kompakte Fläche: ∃ Jordan’sche Nullmenge N ⊂ B, so dass g injetkiv auf B\N , rk(Dg) = rk(~gu ~gv) = 2 auf B\N .

h : A→ R2 mit S = h(A) heißt zulässige Parameterdarstellung (A ⊂ Ω̃, Jordan-messbar, kompakt)
⇔ ∃µ : A→ B ∈ C1, ∂(µ1,µ2)

∂(s,t) > 0, so dass h(s, t) = g(µ(s, t)) auf A.

ω(S) =
∫
B
||~gu × ~gv||d(u, v) heißt Flächeninhalt von S; dω = ||~gu × ~gv||d(u, v) heißt Oberflächenelement.

ω(S) ist unabhängig von der zulässigen Parameterdarstellung.

Gauß’sche Fundamentalgrößen von S: E = ~gu~gu, F = ~gu~gv, G = ~gv~gv.
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Es ist ||~gu × ~gv|| =

√
det

(
E F
F G

)
=
√
EG− F 2.

Sei nun S = {(x, y, f(x, y)) : (x, y) ∈ B} = graph(f) mit f ∈ C1(B)

⇒ ω(S) =
∫
B

√
1 + f2

x + f2
yd(x, y) ist Flächeninhalt von S.

Oberflächenintegrale im R3:

Ω ⊂ R3 offen, (S, g) kompakte Fläche, S ⊂ Ω, f : Ω→ R stetig, ~v : Ω→ R3 stetiges Vektorfeld:

•
∫
S

fdω :=

∫
B

f(g(u, v)) ||~gu × ~gv || d(u, v) heißt Oberflächenintegral 1. Art;

•
∫
S

~vd~ω :=

∫
B

~v(g(u, v)) · (~gu × ~gv)d(u, v) heißt Oberflächenintegral 2. Art (oder Fluss von ~v durch S).

Es gilt:
∫
S

~vd~ω =

∫
B

det(
[
~v ~gu ~gv

]
)d(u, v) =

∫
B

~v~ndω, mit ~n =
~gu × ~gv
||~gu × ~gv||

Normaleneinheitsvektor.

Der Satz von Gauß-Ostrogradski:
∫

Ω

div(~v)d(x, y, z) =

∮
∂Ω

~v~ndω.

Flächenintegrale im Rn:

Sei 2 ≤ m < n, g : G → Rn C1-Abbildung, rk(Dg) = m fast überall, G offen in Rm und B ⊂ G kompakte Jordan-
messbare Menge. Außerdem S = g(B), dann heißt (S, g) eine m-Fläche im Rn.
Analog zum 3-dimensionalen:

g(n1, ..., nm︸ ︷︷ ︸
u

) =

 g1(u)
...

gn(u)

; ~gui = ∂uig =

 ∂uig1

...
∂uign

 ∀i = 1, ...,m; gik = ~gui~guk ∀i, k = 1, ...,m; der Matrix (gik).

Das Oberflächenelement sei dann: dω =
√

det(gik)du.

Mit F : Ω→ R , Ω ⊂ Rn offen, S ⊂ Ω heißt:∫
S

Fdω =

∫
B

F (g(u))
√

det(gik)du Flächenintegral auf der m-Fläche S.
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