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Die Koordinatenbasisvektoren Ej am Punkt A mit den Koordinaten z% sind: 2*(\) = { :
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Tangentialvektor: v pi )\ Z 0)'b; = Z U'b;.
i=1 =1 1=1
i 1 ,i=7

Kronecker-Symbol ¢}

0 i# J
Vektorprodukt @ = il x ¥ & w' = Z sﬁ-k,uj

J,k=1
1 , (4,7, k) ist gerade Permutation von {1,2,3}.
€%, - vollstédndig antisymmetrisches Levi-Civita-Symbol: €}, = -1 , (¢,7, k) ist ungerade Permutation von {1, 2, 3}.
0 , falls irgend zwei Indizes iibereinstimmen.
. ) - 29zt
Basisvektorentransformation: b = Dk b;
i=1 z
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Vektorkomponententransformation: U= Dk ok analog: v' = ka
k'=1 k 1
i ozt da® .
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Die Matrizen (Trk/) (mit i als Zeilen- und k’ als Spaltenindex) und (3 5 ) sind zueinander invers: Z 8ajk7l dajJ = 0;.

k/=1

. . . . i’ v gl 3 ! G
Beschleunigung in beliebigen System: a’ =37 + >, ,,_; IV w1 @F &Y (Geoditengleichung);

3 7
i . ozl 9%’
Christoffel-Symbol: I'V ./ = - Ozt Ozt Ozl

In Inertialsystemen:

3
:Z[Elgz
i=1
U= Z{L‘ g

=1 i'=1

In krummlinigen Systemen %

In Galilei-Transformation gilt weiterhin das Transformationsgesetz fiir Basisvektoren und die Christoffel-Symbole verschwinden!

Newtonschen Axiome:

1. Ein kréftefreier Massenpunkt bewegt sich in Inertialsystemen S auf einer Bahnkurve mit konstanter Geschwin-

digkeit.
2. Im Inertialsystem S ist die Anderung der Bewegungsgrohe der einwirkenden Kraft proportional und geschieht in
d _,
Richt der Kraft: —mi=—p=K.
ichtung der Kra "= D

3. Der Kraft, mit der die Umgebung auf einen Massenpunkt wirkt, entspricht stets eine gleich grofte, entgegengesetzt

gerichtete Kraft, mit der der Massenpunkt zuriickwirkt: Koctio = —Kreactio-

Wichtig: Kraft und Gegenkraft greifen an verschiedenen Punkten an!

Eindimensionale Bewegung unter dem Einfluss einer beliebigen ortsabhéngigen Kraft:

1
2i2+U(z)=FE

=const. & t=sign(vp)
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[U (o) —

/z(t
Zo \/’U02 + %

K (=

2. Newtonschen Axiom)
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Impulssatz:
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Drehimpulssatz: %I_j = M; Drehimpuls I = 7 x 5, Drehmoment M = 7 x K.

Anmerkungen: Der Drehimpuls ist von der Wahl des Koordinatensystems abhéngig (Drehpunkt beachten!!!) !
(7' =F+7o=L =F xp=(F+f) xp=L+7 X7 4.)

- o . 9Kk .
In einem Inertialsystem gilt T4+ U = E = const., wenn rot(K ) VXxK = Z €'jk—=—b; = 0 (3 Potential <

4 oxI
ijk=1
konservatives Kraftfeld).
— - ou P = - 6U au
Die Kraft ist K = —VU = — = —grad(U) und es gilt der Energieerhaltungssatz K7 = — =——.
8901 8301 dt
- te . dAa -
Energiesatz: %(T +U) = Kjiss. T, Arbeit: A = Kvdt, dA = K dr Leistung: N = e K.
tp
Gelten Drehimpulserhaltungs- und Energieerhaltungssatz, so folgt (in Zylinderkoordinaten):
mp*p =L, 5 (0% + 0?0 + U(p) = E;
I3 1 _ P L
=t= / 5 = = dp (+1o), o= / - - — dp (+0)
v JE(E-UG) - 555) b0 2\[2m(E — U(p) - 555)

Keplersche Gesetze:
1. Planeten bewegen sich auf elliptischen Bahnen, in deren einem Brennpunkt die Sonnne steht.
2. Ein von der Sonne zum Planeten gezogener Fahrstrahl {iberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fléchen.

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten der Planeten verhalten sich wie die Kuben der grofen Halbachsen (5—32 = const.).

. p
Kegelschnitte: p = —————
egelschnitte: p = - e cos(@) 7
mit ¢ =0 - Kreis, 0 < ¢ < 1 - Ellipse, ¢ = 1 - Parabel, € > 1 - Hyperbel.

(Im Sonnensystem: 0 < e <1, B = f'yglaM, % = —2mb>.) 1 "
e=1/1-72
1. kosmische Geschwindigkeit (Satellit im Orbit): vy = \/gR ~ 7.9%2;
. . . . . . ~ ~ k
2. kosmische Geschwindigkeit (Flucht aus Erdanziehung): vy ~ /2gR ~ 11.2%2%.
Scheinkrifte in rotierenden Bezugssystemen: 0 —3 WY
i = O(t)[Z — 7(t)] mit orthonormaler Matrix O. by = w X by, wenn Odo = w¥ 0 —w"
3 —w? W 0

6:r0+v’+2x’ (&I x byr)

=1
Ad=a +7o+20 x 0" +d x (Jd x 7)) +d x 7.

N e S ——

QCoriolis QZentrifugal
Systeme freier Massenpunkte:

N
.1 "
Gesamtmasse M = nz;l my,, Schwerpunktsvektor: §= i Z My -
. d- -
Schwerpunktsatz: M35 = Kyussen- Drehimpulssatz: @L = Myussen-
Im Schwerpunktsystem gilt immer Drehimpulserhaltung!

d - U

Energlesatz — T +0) ZKanrn , falls K, = —grad,, (U) = 2 9w, €53
i j 2 2

dafiir notwendig: Vertauschbarkeit der 2. partiellen Ableitungen: gi; = 8;; 1: = &tjamgmin = axi ;i'jm
reduzierte Masse: p = 7::‘11_;”;?2.
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Virialsatz: T U=0
N N
(T = %Z grad,, (U)7, und Eulersche Satz iiber positiv homogene Funktionen: Z grad,, (U)7, = kU.)

n=1

Raketengleichung;: ﬁ =mi— 17am =K (va Treibstoffaustrittsgeschw., K duRere Kraft.)

d’Alembertsche Prinzip:
Die der Zwangsbedingung g, (z%,t) = 0 zugeordnete Zwangskraft Z, leistet bei virtuellen Verriickungen 07, keine

Arbeit: T - 07y =0 (& Zo LOFS).
; ad
Normaleneinheitsvektor 7i,, auf eine Fliche g, (z*,t) = 0: T = L(ga)
|grad(ga)|
L -Gleich I. Art: F=K A d - eingepriagte Krifte
reraneeTeITne ' " - Z M Ao - Lagrangscher Multiplikator

Za(t)

Loésungsmethode: .
o Inertialsystem S einfiihren, Zwangsbedingungen g, (z*,t) = 0 aufstellen;
e Lagrange-Gleichungen 1. Art aufstellen;

e Zwangsbedingungen zwei Mal nach der Zeit differenzieren, #' mit Lagrange-Gleichungen I. Art eliminieren,

Ao (7,7, 1) bestimmen;
e ), in Lagrange-Gleichungen I. Art einsetzen und diese unter Beachtung von g, lésen;
o Zwangskrifte bestimmen.

Alternativ: angepasste Koordinaten wihlen!

Impuls- (5( mr)

Energieerhaltung (

K + Z) baw. Drehlmpulserhaltung ( L=7x (K + Z)) gilt nur in speziellen Fillen.
d
prAV A
69a 0)

(T+U) = =— ZNZ Ao 85’;’) gllt, wenn die Zwangsbedingungen zeitlich konstant (sklero-
nom) sind (5

(rheonom = zeitabhéngige Zwangsbedingungen)

Eine einseitige Bindung hindert einen Massenpunkt nur daran, eine Fléche in eine Richtung zu verlassen; beziiglich
aller anderen Richtungen frei = Z,-9r, >0 . Bis zum Abldsepunkt aber Lagrange I.

N
d’Alembertsches Prinzip fiir Massenpunktsystem: Z Za,nafa,n =0.

n=1
Im 3N-dimensionalen “Konfigurationsraum” wird die Gesamtheit aller Ortskoordinaten durch einen Punkt beschrieben.
ga(xh,t) = 0 beschreibt eine (3N — 1)-dimensionale Hyperfliche H fiir ¢.

Jede virtuelle Verriickung liegt tangential an H und alle Zwangskréfte sind senkrecht zu H = Za,n = Aagrad,, (ga)

- - Nz Krifte:
Lagrange I: m# = K,, + Z Aagrad,, (ga)- innere, eingeprigte Kriifte
a=1 dufsere, eingepragte Krifte
. N R innere Zwangskrifte
Schwerpunktsatz: M& = Keing., aut + Z Z Zf;‘% suRere Zwangskrifte
n=1 «
d N
Drehimpulssatz: %L = ; |:7"’n X <K7(La) + ; Z&%) falls go = ga(|Tn — ml)s Knm||(Fn — Fm)-
Nz
d aga . . . . . .
Energiesatz: d— (T+U) Z Aa falls die eingepragten Kréfte ein Potential U(x,) aufweisen.
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Trégheitsmoment: © = Z ma (@), +,7)

(ein starrer Korper mit Drehung um z-Achse):

N

n=1

Kufere Kraftdichte: K\ — k\”dv, = M* =

my,—pdV

dt

L

/ pia+y*)dv,
K

T=94%,

L =0p, M?=0g¢.

N
> [ x K7 — / [7 x k@])7av.
=1 K
Steinersche Satz (Drehachsen parallel, mit Abstand [): ©' = © + MI?

lineare Bewegung Rotationsbewegung
Ortskoordinate T Drehwinkel ©

Masse m Tragheitsmoment (C)
Geschwindigkeit T Winkelgeschwindigkeit w = ¢
lineare Impuls p=mx | Drehimpuls L=0 ¢
Kraft K= % Drehmoment M = %
Translationsenergie % ma? % Ow?
Bewegungsgleichung ma = K Op=M

In generalisierten (= angepassten) Koordinaten eriibrigt sich die Betrachtung der Zwangsbedingungen, da sie
identisch Null werden!

Es gebe Np = 3 N — Nz generalisierte Koordinaten g4
3

N ; 3 N
, Ozl C v . . S . Mn .iy2
Qa = E E Kn@ (VA =1,...,Np). Die kinetische Energie schreibt sich als: T = g g 7(.%‘ ).

(VA =1,..., Np) und generalisierte Krifte

n
i=1 n=1 i=1n=1
Unter der Annahme, dass K ein zeitunabhiingiges Potential U (z? (qa,t)) aufweisen (U auch ¢4 unabhiinig) und die

Zwangsbedingungen holonom (~ nur koordinaten-, nicht geschwindigkeitsabhéngig) sind, gilt:

d 0L oL
Lagrange IT - Formalismus: @@ — aq—A =

L = L(qAaq.A7t> = T(QA,q.A,t) - U(QA7t)

L SV )
dt 450 T

A=1

mit der Lagrange-Funktion:

Energiesatz: (Np - Anzahl der Freiheitsgrade).

L
Gilt: e 0, so heifit ¢p zyklisch (= % = const.; = Erhaltungssatz, vgl. Noether-Theorem);
4B

ist %—f =0, so gilt Energieerhaltung .
Losungsmethode:
o Geeignete generalisierte Koordinaten g4 einfiihren, mit denen z¢, = ¢ (qa) die Zwangsbedingungen g, (z%) = 0
identisch erfiillen;
e T U und L als Funktionen der generalisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten aufschreiben;
e Lagrange II formulieren;
e Losen durch Ausnutzung der Erhaltungssétze.

FEin freier starrer Korper hat i.A. 6 Freiheitsgrade; Beschreibung in einem erdfesten kartesischen Koordinatensys-
tem S und einem im Schwerpunkt liegenden kartesischen und mitrotierendem Koordinatensystem ¥'. Die kinetische
Energie T schreibt sich dann (M = Masse; § = Schwerpunktsvektor in S; & = Drehung von X’ beziiglich S; u = Dichte):

3
1 . 1 ./ ’ v -/ -/ -/ ’
T:§M§2—|—f Z wiwh et mit @2/2/ u<|77’|25}€,—x1xk)d3?’
it k=1 K
. “— — “~
mit 0}, den Komponenten des Trégheitstensors © in ¥’. Dieser ist symmetrisch ((¢, © &) = (0 ¥, @)) und positiv
— >
definit (V7 £ 0: (6 ¢)¥ > 0) und besitzt somit 3 reele Eigenwerte, sowie 3 orthonormale Eigenvektoren.
I . YL
1

~ 7 T~ 177 X
ozt Oxk’ kK
i k=1

’

Das zugehérige Transformationsgesetz (Tensoren 2. Stufe): W =
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In einem korperfesten Hauptachsensystem Y/ ist die Koeflizientenmatrix des Tragheitstensors diagonal:

A 0 O
@Z,/, = 0 B 0 |, mit den Haupttrigheitsmomenten des Korpers (Eigenwerten der Koeffizientenmatrix) auf
0o 0 C

der Diagonalen und w; den Trigheitsachsen des Korpers (Eigenvektoren der Koeffizientenmatrix).

“Unsymmetrischer Kreisel” - A # B # C; “symmetrischer Kreisel” - genau zwei stimmen iiberein; “Kugelkreisel” -
A=B=C.

Trigheitsmoment beziiglich Drehachse mit Einheitsrichtungsvektor 7: ©7 = / (i x 7)Y d3 = (8 7)7.
K
1
Trigheitsellipsoid: Sei f(7) = 7:"(8 ) — 1 = 0; dies beschreibt ein Ellipsoid mit || = 5=

ﬁ

Verallgemeinerter Steinerscher Satz: .
beziiglich Drehungen mit Drehachsen durch einen Punkt mit Ortsvektor I in Drehrichtung 77 gilt:

, (1')2 + (I7')? 1Y 1"
A nd g v i ’ ’ ot
(S GRSl e A ey s
71:1:'[;:' 7ly'lz' (la:')2+(ly’)2
Drehimpuls: L = M5x§ + 0@ bei am Trigheitsellipsoid gilt: grad, (f) 2ER°t !
r 1mpuis: = S S W WODe€l am agnelrsellipsol Ut gradz = - .
p g psoid gilt: g FRCE

Lranslation  LRotation

. <>
Kinetische Energie: T = %MEQ + %(@ W)
~—— ——

Trranslation TRrotation
Eulersche Kreiselgleichungen Ao + (C - B)wy”wz// = M
Im Hauptachsensystem % gilt: Bt + (A —C)w® w?" = M"Y

Co" + (B - A)w"w¥" = M=

Benutzt man zur Transformation von S nach ¥ die Eulerschen Winkel,
so ergibt sich:

w®" = @sin(0) sin(yp) + 0 cos(1h)

w¥" = psin(¥) cos(9) + Jsin(1))

"

w® = ¢@cos(V) + v

Fiir den symmetrischen kriftefreien Kreisel ergibt sich dann:

I(t) = ?%0 = const. wI” = L sin(dy) sin(¢(t))
e(t) = Zt+ o und  w? = L sin(o) cos(¥(t)) -
A-C ”
w(t) = T LCOS('&O)t + '(/JO w? = % COS(ﬁQ)
Diﬁgﬁliu's_ Drehimpuls-
£ momentane m _— richtung .
z Drehachse S Figuren-
Figuren-  Drehachse z achse
achse e gl Az
i T ST TS T S T2 il e
L) i T — R N e ]
~ ] \ /
~ 1. il il #
- l'os/\\ | = .~ Spurkegel
utations- i
kegel \/(\(p Polkegel Nutations- WA iy
~ kegel olxege
Spurkegel
\_\
A>C (h=0) A<C (h=<0)

Polkegel: & in X" um z”-Achse mit Winkelgeschwindigkeit —1.
Nutationskegel: Figurensymmetrieachse in & um z-Achse mit halbem Kegel6ffnungswinkel 9.
Spurkegel: & in § um z-Achse mit Winkelgeschwindigkeit ¢.
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Hamiltonsche Mechanik

ta
Wirkungsfunktional: S = S{ga} = / L(qa,qa,t)dt

t1
; wobei qa(t1) und ga(t2) fest vorgegeben sind und der Integrand die Lagrange-Funktion ist.

Hamilton-Prinzip:
“Die wirkliche Bahn, die von einem mechanischen System durchlaufen wird (g4 = qa(t)), ist ein stationérer Punkt
des Wirkungsfunktionals S.”

d
Nach dem Variationsprinzip ergibt sich aus: . S{qa +7Ga}|,_o =0
T
die Euler-Lagrange-Gleichung, wobei ¢4 dann stationdrer Punkt des Funktionals S ist; mit
ga(t1) = 0= qa(ta).

oL
Generalisierte Impulse: py = a—.; das Paar (ga,pa) heilt kanonisch konjugiert.
qA
Np
Hamilton-Funktion: H(qBapBa t) = Z q'A (QB7pB, t)pA - L(QB7 q'B (qCa Pc, t)7 t)
A=1
Kanonische Gleichungen: gp—i ={(p, —(?TI; = DB; (2 Np lineare Differentialgleichungen fiir (¢5,pg),

die im abstrakten, 2 Np-dimensionalen Phasenraum definiert sind).

Energieerhalt: %—Ij =0; Erhaltungsgrofen: % = 0 = pp =const. (¢p zyklisch).

Poisson-Klammer: {F,G} = Z ————| =—{G,F}.
4= 1994 0pa  Opa Iqa

Mit ihnen: 4 = {F, H} + 2£; ist {F,H} =0, so sagt man “F und H vertauschen”.

I {GF oG 9F G

Es gibt Kanonische Transformationen (erzeugende Funktionen Ry, ..., R4) = erzeugen neue H',Qa, Pa;

mit diesen bildet man die Hamilton-Jacobi-Gleichung: H' = H + aﬁi = 0 und somit P4 = const., Qa = const..

Fiir R, gilt gerade Ry = [ Ldt, woraus sich durch einen additiven Separationsansatz (und Erhaltungssétze) die Bewegungsglei-

chungen bestimmen lassen.

rot(K) = 0 = Energieerhalt; K x =0 = Drehimpulserhalt.
Drehungen: 2’ = xcos(p) + ysin(p) x = a' cos(p) — y'sin(yp) .
Yy =—xsin(p) + ycos(p) y = 2’ sin(p) + 3’ cos(p)



