Analysis 111 Prof. Schmeifter 2012 - 2013

Oug1  Ovgn
G cR? offen, g: G - R3, g e C1(@), injektiv mit rk(Dg(u,v)) = rk( Oug2 Opg2 || =2 auf G.
Ougs  Ovgs

S = g(G) = {g(u,v) : (u,v) € G}; (S, g) heikt Fliche im R* mit Parameterdarstellung g.

UcR? h:U - R3eCYU), injektiv:
h(s,t) heift zuldssige Parameterdarstellung von S

:<> 3 bijektive Abbildung p: U — G mit 8(87:?)2) >0und h=gopu auf U.

Gu = azg; s O = a:i; , (ug,vg) = M(Uo,vo) heiftt Normaleneinheitsvektor an S in g(ug,vo).
o A o g % gl
Die Ebene, gegeben durch [§y x gv] (u0,v0) - (7 — 7o) = 0 heifit Tangentialebene an S in (o, yo, 20)-
® §u x gy, #0 auf G, da rk(Dg) = rk([gu gv]) =2.
e Definition von 7 ist unabhéngig von der zulédssigen Parameterdarstellung.
e (S, g) wie zuvor; S lasst sich lokal als Graph einer Funktion darstellen.
Implizite Darstellung: F e C*, F(z,y,2) =0 = 7 = 2L

[VE
(S, g) heikt kompakte Fliche <
Q e R? offen, g: Q - R3 C'-Abbildung, B c Q kompakt und Jordan-messbar und 3 Jordan’sche Nullmenge N c B, so
dass a) g injektiv auf B\N,

b) rk(Dg) = 2.

h:Q—R3 AeQ kompakt und Jordan-messbar mit S = h(A) und 3p: A - B, e C'(A) mit % >0und h=gopu

= h heifst zuléssige Parameterdarstellung.

w(S) = [ |Gu x Gu||d(u, v) heift Flicheninhalt von S; dieser ist unabhéngig von der zuléssigen Parameterdarstellung.

dw = |Gy x Go||d(u,v) heift Oberflichenelement von S.

Gaufi’sche Fundamentalgréfien:
E = Gugu, F = gugv, G = GvGv = ||§UX§UH: VEG - F2.
Q c R? offen, (5, g) kompakte Fliche, S c

1. [:Q->R, [Sfdw = /;Bf(g(u,v)) |Gu x Go||d(u,v) heiftt Oberflaichenintegral 1. Art.

2. 1:Q - R? stetig, fSTJdZu = f (g(w,v)) [Gu x Gv] d(u,v) heifst Oberflachenintegral 2. Art.
B

Flachen in mehr als 3 Dimensionen

g:G - R" G cR™ offen, B c G Jordan-messbar und kompakt, g € C*(G), rk(Dg) = m auf B\N, injektiv auf B\N
wobei N Nullmenge auf R™.
S :=g(B), (S, g) heift kompakte m-Fliche im R

g1 (Ut ey Upn)
g(u) = : und  gix =0y, 909y, 9, i, k=1,...m, F:R"™—>R stetig:
gn(ula“'vum)

fSFdw:fBF(g(u)) det[g:r] du. (Flachenintegral)
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Oberflache und Volumen der Einheitskugel in n Dimensionen:

20/ 1 f(x) = f(r), r = ||z||, radialsymmetrisch,
“n = r(2) Vn = o wy, Oberflache der Einheitskugel in R™:
R
_ n-1F¢
G c R™"! offen, (z,t) € G, f: G — R stetig, % stetig auf G, /I;(O,R) f(z)dz = w, fo " f(r)dr
B c R™ kompakt und Jordan-messbar, so dass B x [«, 8] € G:
=>E|d%[fo(x,t)dx]:fB%f(a:,t)dx fiir ¢ € [, B].
af oo oW . .
=t | [0 e tydn| = [ fat) e F@0(0,0) D) - Flp(1). ) $(0)
dt | Je) o(t) Ot

Green: Sei Q c R? offen, B c Q Normalbereich (= {(z1,72) : a < x < b,o(x1) < 29 < (1)}, 0,7 : [a,b] > R stetig
differenzierbar), v : Q — R? C'-Vektorfeld R
= fB[alvg—Bgvl]d:c:faBﬁdx.

Folgerung: Volumen yu(B) = 3 [, [21 dzg — 32 day].

Und: f div(?) d(x1,22) = % v nds
B B
(S, 9) kompakte Fléche mit g: B - R*, B ¢ R? Normalbereich; 9B = > T; und 85 = ) g(I';) heilt Rand von S.
S heifst ,geschlossene Fliche, wenn 05 entartet ist (g(I';) = const., g(I';) = —g(I';)).
Stokes: (S, g) kompakte Fliche, g € C?(G), G c R? offen mit B ¢ G, B Normalbereich, Q c B, ¥ : Q - R3 C'-Vektorfeld

auf Q, Q offen mit S c Q: . R
/rot(ﬁ)dwzjg vdx
s a8

S geschlossen Flache = fs rot (%) dw =0, rot(%) = 0 = v konservativ, (Stokes in 2D = Green)

7:Q - R3 C'-Vektorfeld, Q c R? Gebiet, @ : Q - R? C?-Vektorfeld:

w heikt Vektorpotential von ¢ auf Q :< o = rot(w)
mit w bis auf ein Gradientenfeld eindeutig bestimmt (&:Q - R, ® € C*(Q) = @ + grad(®) ist auch Vektorpot.).
Notwendige Bedingung: div(?) = 0. Konstruktion von @ fiir Q = R® (div(?) = 0):

wi(z,y,z) = foz va(z,y,t)dt - foy vs(z,t,0)dt
w2($7yaz) = _foz vl(mvyat) dt
Gauft-Ostrogradski: ws(z,y,2) =0

Q cR? offen, BcQ, v: Q- R3 C*-Vektorfeld, B Normalbereich, OB geschlossene Fliche im R3, :
f&wmm:fimm
B OB

1
Volumenberechnung: w(B) = / dz = 3 / tidw = [z ain,; dw (hier R®, keine Summation iiber )
B OB

Green’sche Satze:

Q € R? offen, B c Q Normalbereich, B geschlossene Fliche, 7 duferer Normalenvektor, u,v: Q — R, u,v € C*(Q); dann:

1. quvdxzf ua—?dw— VuVovdx
B oB  On B

2. fB[uAv—vAu]dx:v[gB[ua—ﬁ—va—ﬁ]dw

B c R™ Gebiet heifit ,zuldssig®, falls der Gauk’sche Satz auf ihm gilt. (Dann gelten auch die Green’schen Sétze.)
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Maxwellsche Gleichungen

rot(E) + dAB = 0 » Edzx + % fs Bdw = 0 (Faradaysches Gesetz)
le( ) = p 1{9@ Didw = L pdr =Q (Gauksches Gesetz)
rot(ﬁ) d%D = J ) Hdz - % /:q Ddw = delu =1 (Ampeéresches Gesetz)
div(B) = 0 $ Bidw = 0
D =eoE + P(x)

Elektrostatik = Laplace-Poisson-Gleichung: —Au = gp - = le( )
Au = p(z,t) und %2;‘5 ~AA=j(z,t) mit H = rot(fl).

Allgemein (e := ug := 1) = Wellengleichungen: 82;2

Dies sind Spezialfélle elliptischer DGL:
- div(fl(x) grad(u(z))) + b(z) grad(u(z)) + c(z)u(z) = f(z)

Dirichlet : u(y) = p(y) : Vy € 9Q

mit A(z) positiv definit auf Q, b(z), ¢(x), f(x) gegeben und Randwertproblemen: {Neumann : %(y) _(y) : Yy €00

Q c R™ offen, u: €2 — R heifst harmonisch < ueC?(Q) A Au=0.
blu(||z]]) +¢ ,n=2
u(z) = V(||z||) harmonisch auf R™"\{0} < u(x) = bn_2 ve  ns2 ;b,ce R const..
]
3 n(llz -yl ;=2
Fundamentalldsung der Laplace-Gleichung: I'(z,y) = { 1 1 "9 ,r,y e R" x £y.
[n-2]wn [lz—yl"2
Sei K5(x) eine Kugel im R™ mit Radius 0 und Mittelpunkt in z, 7i(y) = m Normaleneinheitsvektor in y € 0Ks(x)
r 1 1 1
(nach innen zeigend); dann ist: M =—-— o == -
On(y)  wnllz-yl"t wedn”

1
r ,n =2
Es existiert f [(z,y)dy = fny —afj<s (Y - ||) |
Ks(@) T n>2

n— 2 Twn f\y —z|[<d |ly— J,H" 2

meN, QeR"” offen, C™(Q) = {u: Q > R:ID% stetig auf Q,|a| < m}, dann heift:

_ ou
C"(Q) ={ueC™(Q):Va:|a| < m existiert stetige Fortsetzung auf 0Q}; dann:

57, (W) = Vu(y) i(y).

Green’sche Darstellungsformel:
Q e R™ zuliissiges Gebiet, u € C%(9), ﬁ(y) duferer Normaleneinheitsvektor an 0N in y € 0€; dann gilt Vo € Q:

u@)= [ [ 1) g5 () ~Tew) ot )<y>]dw<y>+ J Ty Aut)dy.

Es sei G(z,y) = I'(x,y) + <I>(33,y) mit ®(x,-) € Cz(ﬁ) :Vo e Q und Ay®(x,y) = 0: Vo € Q,Vy € Q; dann gilt fir
ueC?(Q):
w)= [ [ g5 =) s )| as+ [ Gl dutyay aen
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Sei u € C?(Q) harmonisch = u(z) = f [ (v) 7 ( )( ) -Gz, y) ——(y) [dw(y) ,ze

on ( )
G(z,y) =T(z,y) + ®(x,y) heifit Green’sche Funktion fir Q <« 1. Vo eQist ®(z,-) e C2(Q),

2. Vo e Qist Ay®(z,y) =0 auf Q,
3. Yz eQ und y € 9 ist G(x,y) = 0.

u € C?(Q) harmonisch, G(x,y) Green’sche Funktion fiir ; dann gilt Va € Q:

0G
= d
W)= Joom W) a0y (By) del)
x ~ iln(r) an:2
Green’sche Funktion fiir die Einheitskugel (K = {z:|jz[[ <1}, T = || B w0, 0=1" n>2):
v (n-2)w, rm=2 ’
r r-Yy ~T(|j||- -y , 0
oy < [E=ol) = (el [ -1 0
L(llgll) -T'(1) =0
G(z,y)=G(y,z) und G(x,y)<0: Va,yeK.
1-— 2
Sei u € C?(K) harmonisch auf K; dann gilt: u(z) = HCIH [ u(y) dw(y) , Vo € K; mit 0G(x,y) )
OK ||z -yl on(y) lyll=1

—|]7 2

Sei ¢ : 0K — R stetig auf OK = {y : ||y|| = 1} und u(z) = 1_‘!73”“2 Jox ||ff;’|)|,,L dw(y), dann gilt:
1. Au(z) =0 auf K ={z:|z]| <1},
2. Flimu(z) =p(y) :VyedK. (= Dirichlet-Problem)
Ty

Daraus folgt: ¢ : 0K — R stetig, Kgr = {x:||z|]| < R} und u(z) = R;ﬂ:‘ﬁ Joxcr |\;:—(z|)\" dw(y) ist Losung von:
1. Au(z)=0 auf Kg
2. limo(u(as)) =) :VyedKg
Ty

QeR™, ueC?(Q), Q offen; dann gilt: « harmonisch auf Q = u e C*(Q) (i.e. beliebig oft diff’bar.)

Mittelwerteigenschaften: (2 c R"™ offen, u e C?(0):
1. w heifst subharmonisch auf Q < Auwu(z) >0 auf Q.

Au(@yde= [ 2%a
2. u heiRt superharmonisch auf Q < Awu(z) <0 auf Q. fQO u(z)dz = /390 an Y
Q e R™ offen, u € C%(2) mit Au(z)=0; dann gilt fiir jede Kugel Kr(z) mit Kg(z) c (<,<,>,2)
1
1. u(a:):aT f u(y)dw(y) , wobei |0Kg|= R"'w, Flicheninhalt der Kugeloberfliiche, (>,2>,<,<)
0K r| Jorcn (sphérische Mittelwerteigenschaft)
1 "wp,
2. u(z)=7— f u(y)dy , wobei |Kg|=R"v, = R'w Volumen von Kp. (>,2,<,%)
|KR| Kr

(Kugelmittelwerteigenschaft)
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u € C*(Q) erfiille die sphirische Mittelwerteigenschaft (u(x) > @ Jox,, u(y) dw(y) fiir alle Kr(z) c Q)
= u ist superharmonisch, d.h. Au(z) <0 auf Q.

u e C?(Q) erfiille die sphirische Mittelwerteigenschaft (u(x) < ﬁ [aKR u(y) dw(y) fir alle Kg(z) c Q)
= u ist subharmonisch, d.h. Au(z) > 0 auf Q.

1

0kl Jorcn u(y) dw(y) -

. 1 .
ueC?(Q), YKr(z) c Q gelte: u(x) = ] fK u(y)dy = V Kg(x)cQ gilt: u(z) =
R

Q) c R" offen, u € C?(Q); dann gilt: wu ist harmonisch < es gilt SMWE <« es gilt KMWE.

Q c R™ Gebiet (i.e. offen, zusammenhiingend; nicht notwendigerweise beschrinkt); dann:
1. uwe C?(Q), u subharmonisch auf €, es existiere 2° € Q mit u(2°) = sup[u(z)]; dann ist u(x) = const. auf Q.
e (,,Starkes Maximumprinzip*)
2. u e C?(Q), u superharmonisch auf €2, es existiere 2° € Q mit u(z) = irelsf)[u(m)], dann ist u(z) = const. auf Q.

(,,Starkes Minimumprinzip®)

Q) c R™ beschriinktes Gebiet, u € C*(Q) Au e C(Q):

1. u subharmonisch auf Q = VzeQ:u(z) < mgéc(u(y));
ye

2. u superharmonisch auf Q = Ve Q:u(z) > még(u(y))
Ye

Q2 € R"™ beschrinktes Gebiet, u € C?(2) Au e C(Q2) harmonisch = Vx e Q: 1I(19fQ(u(y)) <u(z) < sup (u(y)).
ye yed

(wobei ir}_}%(u(y)) = —oo und sup (u(y)) = co zugelassen sind. ,schwaches Max-/Minimumprinzip®)
ye yedQ

Q) =R", u e C?(R™) harmonisch und beschriinkt = u = const. auf R". (Liouville)
Q € R™ beschriinktes Gebiet, 9 # @, f € C(Q); seien u,v € C2(Q) n C(Q) Losungen der Poisson-Gleichung —Au = f =
—Aw; dann gilt:

1. u(y) <v(y) auf 00 = u(z) <v(zx) auf Q,

2. u(y) =v(y) auf 00 = u(x) = v(x) auf Q.
Das Dirichlet-Problem fiir die Poissongleichung (-Awu = f auf Q und u(y) = g(y) auf 9Q) hat héchstens eine Losung.

u,v e C?(Q) nC(Q) seien Losungen von —Au = f = ~Av mit Zézg :i‘jgz; Z E gg und es gelte

sup [u(y) —v(y)|<e,e>0 = |u(z)-v(x)|<e : Yz e Q.
yeod)

—5= foIn(llz - yl) f(y) dy =2

1 f(y) .
[n—2Jw, Ja Tz—yl["—2 dy ,n>3
(u heift ,Newton-Potential von f*)

feC(Q), Q zulissiges Gebiet im R™, Au = —f auf Q; wir setzen: u(z) = {

feC(Q), Q zulissiges Gebiet, u Newton-Potential von f; dann gilt:
1. ue CHR"),

ou 0
2. — = —7rI d R" j=1,...
5 @ = Jy 3 L@ W) o R =1oen

3. n>2 = ||1|i‘m (u(x)) =0.
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[eCH () nC(Q), u(z) = [,T(z,y) f(y) dy Newton-Potential, Q € R™ zuléissiges Gebiet; dann gilt:
1. we C?*(Q) und Au = f auf Q,
2. ue CH(R"),
3. ue C*(R™\Q) und Au =0 auf R"\Q.

(Der Trager einer Funktion (,support®): supp(f) = {z e R : f(z) #0})
Die eindeutig bestimmte Losung des RWP’s —Au(z) = f(z) : Vo € Q, u(y) = g(y) : Vy € 9Q auf der Kugel Q2 = Kg(0),
mit g: 0K z(0) - C stetig und f € C1(Q) n C(Q) ergibt sich zu:
R- ||| / 9(Y) + [, f(@)T(y,x) da
wn R Jlyl=R lle = wll"™

u(x) =

dw(y)—/KR f)T(z,y) dy

@ e C™(2) A supp(p) © (2) = v e C57(2)

u heift schwache Losung von —Aw = f, falls: fﬂ Vu(z) Vp(z)dx = fQ f@)e(z)de : Yo e CF(Q).

inhomogene Wirmeleitungs- / Diffusionsgleichung: u(z,t) — a? Au(x,t) = f(z,t)
Cauchy-Problem fiir die inhomogene Wiarmeleitungsgleichung;:
Gegeben f € C(R™ x (0,00)), wug € C(R™), f,up beschrankt, dann: u : R™ x [0,00) - R heiflt Losung des Cauchy-
Problems fiir die inhomogene Warmeleitungsgleichung <
1. uy — Au = f(x,t) auf R x (0, 00),
2. u(x,0) = up(z) auf R™.

wobel u, ug, D3u(: V|a| < 2) € C(R™ x (0,00)). (0.B.d.A.: a =1, durch Koordinatentransformation méglich.)
_lalP?
Vz € R", t >0 ist die Fundamentallésung: ®(xz,t)= ————-¢ 4t ; fiir sie gilt:
[4mt]n/2
1. &, -A®=0 auf R" x(0,t),
9. [ ®(a,t)dz=1 :¥t>0. hmq)(x,t):{o z#0
t—0 oo ,x=0

Sei ug € C(R™) beschrankt, dann ist eine Losung des Cauchy-Problems fiir die homogene Warmeleitungsgleichung:
u(zx,t) = f Pz -y, t)ug(y) dy Ve e R, t>0 ;es gilt:
R'ﬁ,
1. we C=(R™ x (0, 00)) beschrénkt,
2. uy—Au=0 auf R" x (0, 00),
3 lim ug:mt) =up(2°) vz eR".

" (@,t)>(20,0

up(z) 20 und Jz € R :up(x) # 0, dann:  wu(z,t) >0 : Vi€ (0,00),Va € R".
= unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit!

uy —Au =0 und u(z,0) =0, dann: Ju(x,t) #0.  (Cauchy-Problem ist i.A. nicht ohne Randbedingungen eindeutig 16sbar.)

¢
feC(R™x (0,00)) beschrankt; sei wu(x,t) = [0 [[Rn O(z -y, t-3)f(y,s) dy] ds , dann gilt:
1. ue C(Rn x [Oa oo))a u('vt) € 02(Rn)a U(l’,) € Cl((07°°)))a
2. ug—Au=f auf R" x(0,00),

. lim (u(z,t)) =0 :Vz"eR".
(m)—’(wo(,o)( )
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Eine Kombination
- der Losung der homogenen Gleichung mit inhomogenen Anfangsbedingungen (v; — Av =0 A v(x,0) = up(x)) mit
- der Losung der inhomogenen Gleichung mit homogenen Anfangsbedingungen (w; - Aw = f A w(z,0) =0)

16st die inhomogene Gleichung mit inhomogenen Anfangsbedingungen: v =v+w, uz — Au=f A u(z,0) = uo(z).

Cauchy-Problem fiir die 1-dimensionale Wellengleichung:

Gegeben: f(z,t), ug(x), ui(x), ¢ > 0.

Gesucht: wu(z,t) :xeR,t>0 ,sodass wuy(w,t)-c?ug(z,t) =f(x,t) :VreR,t>0.
u(z,0) =up(z) :VaxeR
ug(z,0) =wui(zr) :VreR

Sei I cR ein Intervall, u:RxI—>R , weC?(RxI) ist eine Losung von g — >ty =0 auf Rx I.
< Es existieren Funktionen ¢ € C?(R) und v € C*(R) mit wu(x,t) = o(x —ct) +(x + ct).

+ct

1 1 z
Seien uy € C%(R), u; € CY(R), dann ist  u(z,t) = 5 [ug(z —ct) + up(x + ct)] + % / ui(y)dy  die eindeutig
c t

bestimmte Losung von s (z,t) — 2 upe(2,t) =0 Ve eRt>0 .
u(z,0) =up(x) :VreR
ut(2,0) =wui(z) :VeeR
1 T+ct
Mit (Mg)(zx,ct) = 2ot fz y g(y)dy ergibt sich:
x+ct
u(t) = 3 [uo(e —ct) +uo(e + )]+ o- [ ui(w)dy = uet) = % [t (Muo) ()] + £ (Mur) (z, ct)

1 t z+c[t-s]
Sei f € C*(R x [0,00)), dann ist:  u(x,t) = — f [f fy,s) dy] ds € C?(Rx (0,00))  die eindeutig
0 T

2c —c[t-s]
bestimmte Losung von s (z,t) — 2 upe(2,t) = f(x,t) Ve eR,t>0 .
u(z,0) =0 Vo eR
ut(z,0) =0 Yz eR

Eine Superposition der Lésung der homogenen Gleichung mit inhomogenen Anfangsbedingungen mit einer der in-
homogenen Gleichung mit homogenen Anfangsbedingungen 16st dann eine inhomogene Gleichung mit inhomogenen
Anfangsbedingungen.

Cauchy-Problem fiir die 3-dimensionale Wellengleichung: (A rein réumlich — -2-)

i

feC(R™ x(0,00)), ug,u; € C(R™) = es existiert hochstens eine Losung des Cauchy-Problems.

Gegeben: ug € C3(R3), uy € C?(R3), f € C(R3 x (0,00)).

Gesucht: u(z,t) :2eR3,t>0 ,sodass uw(z,t)-c?Au(z,t) =f(x,t) :VreR3 t>0 ;dann ist:
w(z,0) =ug(zr) :VreR3
u(z,0) =wui(z) :VreR?

0.B.d.A. c=1, sonst @(z,t) = u(x,t) und f(x,t), uo(x), ui(zx) entsprechend skaliert.

1 1071
oL [ e L2 )]
ue) = [ w@ e g [ ) de)
Losung der homogenen Wellengleichung. (,Kirchhoff’sche Formel®)

Mit [Mg](z,t) = 1o [ch—yll=tg(y) dw(y) (sphirischer Mittelwert): wu(z,t) =¢[Muy](x,t) + % [t [Mug](z,t)].

Huygen’sche Eigenschaft: (nur fir n =3,5,7,...)
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Der Einfluss von ug, u; (mit supp(ug), supp(u1) beschrinkt) auf u(z,t) besteht nur in einem endlichen Intervall (¢1,¢2).

Die eindeutig bestimmte Losung des Cauchyproblems w(z,t) — Au(z,t) = f(x,t) Yo eR3t>0 fiir die
u(z,0) =0 :VreR3
3-dimensionale Wellengleichung ist (f € C*(R* x [0, 0))): u(2,0) =0 Vi eR3
1 t—||lx—
oL [ Sl
Ar Jje-ylizt o -yl

Cauchy-Problem fiir die 2-dimensionale Wellengleichung:

Die eindeutig bestimmte Losung des Cauchyproblems wy(z,t) — Au(z,t) =0 :VzeR%t>0 fiir die
u(z,0) =ug :VreR?

2-dimensionale Wellengleichung ist (uo € C*(R?), u1 € C*(R?)): w(2,0) =wuy :VaeR?

1 1
wet)- = [ Wdy+3[/ UO],
21 Jla-ylist \ /82 — ||z - y|]2 21 Ot [ Jla-ylist /22 — [Jz — y|]?

Die eindeutig bestimmte Losung des Cauchyproblems ug(z,t) — Au(z,t) = f(x,t) :VreR2¢t>0 fiir die
u(z,0) =0 :Va e R?
2-dimensionale Wellengleichung ist (f e C*(R? x [0, 00))): wy(2,0) =0 A

1 f(y,s) s
u(@t) = o ﬁ [Aryﬂsts V(t=9)2 = [lz - y]? dy] !

Huygen’sche Eigenschaft gilt hier nicht!

Rand-Anfangswertproblem: (eindimensionale Wellengleichung)

1. wy — gy = f(x,t)  auf (0,1) x (0,00) (inhomogene DGL)
2. w(0,t) =u(l,t)=0 :Vt>0 (homogene Randbedingungen)
3. u(x,0) =ug(x) , ue(x,0) =us(z) :Vae(0,l) (inhomogene Anfangsbedingungen)

Ansatz: u(z,t) = v(x,t) + w(z,t) mit

1. vy = CPvge = f(x,t)  auf (0,1) x (0, 00) 1. wy — wee =0 auf (0,1) x (0, 00)
2. v(0,t) =v(l,t) =0 :Vt>0 2. w(0,t) =w(l,t)=0 :Vt>0
3. v(x,0) =0, v:(x,0) =0 :Vaxe(0,]) 3. w(x,0) =ug(x) , wi(x,0) =us(x) :Vaxe(0,])
X" T
Separationsansatz: w(z,t) = X(z)-T(t); Einsetzen, Umformen: ~x 2T Da dies fiir alle z und ¢ gilt, besagt
X" T

der Separationsschluss, dass — = )\, wobei A\ keine Funktion von z oder t ist.

X AT
=X"-AX=0,X0)=X({)=0und T - X\?’T =0

= Xp(z) = cpsin(ET2) :keN und Ty (t) = Ay cos(?t) + By, Sin(@t) tkeN, A, B € R.
& > kmc . kme . km .
s> w(z,t) =) wp(z,t) = > [ak cos(Tt) + by, sm(Tt)] sm(T:v) mit w(x,0) = up(x) und we(z,0) = ug (x).
k=1 k=1

2 i k 2 . k
Mit Fourier ergeben sich: a = 7 f ug () SiH(Tﬂ-JJ) de , bg= po—y f up () sin(Tﬂx) dz eR.
0 erk Jo

& k
Fiir v(z,t) macht man einen angepassten Ansatz: v(z,t) = > Ti(t) Sin(Tﬂm) , entwickelt f(z,t) in Sinusreihe:
k=1
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flxz,t) = ka t) sin( —x) mit  fr(t =7 [ flxz,t) sm(—x)dx :keN.

ckm 5

=1y [

] Ty = fr(t) , T(0)=0 und TIQ(O) =0. (16sbar!)

Mit inhomogenen Randbedingungen:

1. g — Cugy = f(z,t)  auf (0,1) x (0,00) (inhomogene DGL)
2. u(0,t) = puo(t) , w(l,t)=pi(t) :VE>0 (inhomogene Randbedingungen)
3. u(x,0) =ug(x) , ue(x,0) =us(z) :Vae(0,l) (inhomogene Anfangsbedingungen)

lasst sich das Problem {iber folgenden Ansatz:
u(z,t) =v(x,t) +w(z,t) mit w(z,t)=pe(t)+ ?(ul(t) - po(t)) (RB automatisch erfiillt)

auf das vorige zuriickfiihren.

1. v — gy = f(2,t) —wy = f(z,t)  auf (0,1) x (0,00)
2. v(0,¢) =v(l,t) =0 :Vt>0
3. v(x,0) =up(x) —w(z,0) =, (z) , ve(x,0)=us(x)—we(x,0) =10 (x) :Vxe(0,l).

Fourierreihen:

1>0, f,ge R([-1,1]) (,Riemann-integrierbar auf [~I,{]%)

! _ | )
,Skalarprodukt®:  (f, g) := L f(z) g(z) dx SNorm™: ||[f][:= (f, f)? —[f |/ (@)] dw]

l
Konvergenz: lim s,(z) = s(z) < lim ||s,(x) - s(z)|| = lim [f |sn(x) - s(x)|? dx] =0
n—oo n—»o00 n—»o00 —1l
(,Konvergenz im quadratischen Mittel*)

1 1 km 1 km
Orthonormalsystem: , —= COS (— ), sm( a:) } keN.
Y { V211 Vi
—
¥o Pk Y

Fourierreihe: f = (f,©0) w0 + i ({for) or + (frn) ¥i]

M kl[ [fcos(—a?)dxcos(—x)Jrff fsm( )dxsin(kl”x)]

ap k

n k k
n-te Partialsumme: s, f(x) = % + Z [ak cos (Tﬂx) + by, sin (Tﬁx)] ; ao, ay, by heiken Fourierkoeffizienten.
k=1

fGR([—l,l]) = JHEIOH.}C—S,L]CH:O

feR([-1,1]) = |IfI*=1! |:|2 + 3 [axl* + |bk|2]] (Parseval’sche Gleichung)

ko
=
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f stetig auf [-1,1] und Existenz aller links- und rechtsseitigen Ableitungen (— 3¢ >0: lir% lim s, f(x0) = %
e—>0n—oco

sarithmetisches Mittel*), dann gilt absolute Konvergenz der Fourierreihe 0o
(2 larl+[bkl] < 00)
< die Fourierreihe gleichméfig (also auch punktweise) gegen die Funktion f konvergiert o
(lim sup (|snf(z) - f(2)]) =0).
n=00 e[ 1,1]

Gliedweise Differentiation und Integration fiir physikalische Probleme i. A. erlaubt.

Entwicklung in reine sin- oder cos-Reihen durch ungerade oder gerade Fortsetzung méglich.

Hilbertraum: 1. reeller oder komplexer Vektorraum H mit dim(H) = co (unendlicher Dimension),

2. Skalarprodukt in H: (u,v),
3. Norm: ||u)] = (u, u)?

4. Konvergenzbegriff: u; > win H :< lim ||u; —ul| =0,
j—ooo

5. Vollstiandigkeit (jede Cauchy-Folge in H ist konvergent).

0 ,j+k

{vj}jes , J abzéhlbar, heikt vollstindiges Orthonormalsystem < 1. (v;,vy) = {1 Pk

2. YoeH: v=Y (v,0;)v;.
. jed
Parseval’sche Gleichung

{v;}jes erfiille 1., dann: 2. < {Vv eH: [p|P =) |(v,vj)|2} < {[Vj € J gelte (v,v;) =0] = v = O}.
jeJ

Beispielhaft: Poisson-Gleichung: —Au = f auf Q c R” beschrinktes Gebiet, wu|spq = 0.

Losung: Sei {u;}jc; Orthonormalsystem beziiglich (u,v) = fQ u(z)v(x)de.

Dann entwickelt man: f =Y aju; , w=) bju; mita;=(f,u;) ,b;=(uu;) ,jeJ = -Au;= b—juj.
jed jeJ J

Y
JEigenwertproblem” von —A auf Q mit Eigenwerten A; = b—j und Eigenfunktionen wu;.

J
SchlieRlich Superposition: — u(z) =)’ <f:\7u3>
jeJ J

Uj-

Komplexe Funktionen:
- (C,]|-|) ist ein vollstéandiger normierter (metrischer) Raum.
- Konvergenz, topologische Grundbegriffe (offene, abgeschlossene, kompakte Mengen, ...).
- GcCoffen, f:G - C heiflt komplexe Funktion.
- Grenzwert: lim (f(2))
220

-2eG: f(2)=Re(f(2)) +iIm(f(2)) ;
sei nun: f(xz +iy) =u(z,y) +iv(x,y) mit u,v: {(z,y):z+iyeG} >R,

=GcR2

10
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0
Sei DcC, zpeD+ @, f: D — C, dann:

f heifit komplex differenzierbar in zy < 3 lim f(2) = f(=0) = f'(z0) €C .
Z=20 Z—=20
ny\/ _ n—1
f:D—C , DcC offen, zy € D; dann sind folgende Aussagen dquivalent: (2 1) , nzl
1. f ist diff’bar in 2. (2) R
~ F(2)=F (z0)=e[220] ()=
2. dceC: hmz_,z # 0 undc= f,(Zo). (cos(z))’ = —sin(z)
: ’
3. 3h: D — C stetig in zo mit:  f(2) = f(20) + h(2) [z = 20] und h(z0) = f'(20). (sin(2))" = cos(z)
(cosh(z))" = sinh(z)
f komplex differenzierbar = f stetig in 2. (sinh(z))" = cosh(z)
X (Z)Qk A (Z)2k+1
cos(z) = Z( 1) 20! sin(z) = Z( 1) 2k 1]
2%k 2k+1 iz iz
cosh(z Z (2) sinh(z) = Z (2) cos(z) = 5[e'* +e 7]
= (2k)! = (2k +1)! 1 i

Sei f(z) = Z ak [z - zo] k fiir |z — 29| < R dem Konvergenzradius, a; € C; dann gilt: sinh(z) = 5[e* —e™*]

. . . cosh(z) = cos(iz)
1. fist beheblg oft komplex differenzierbar auf Kr(zg) mit:

FO)(2) - kiakk 1] [ —j +1][2 - 20]"

sinh(z) = —isin(iz)

(k)
2. Vk e N gilt: ak:fT('Zo).
DeCoffen, f: D~ C

1. f heifst holomorph in 25 € D < 3 Umgebung Ks(z) € D, so dass f in jedem Punkt z € K5(2¢) komplex
differenzierbar ist.

2. f holomorph auf U c D, U offen < f holomorph in jedem Punkt z € U.

fle+iy) =u(x,y) +iv(z,y), 20 =x0 +1yo € D; dann gilt:
1. f komplex differenzierbar in z9 <> wu,v total differenzierbar in (¢, yo) und es gelten die Cauchy-Riemann’schen

Differentialgleichungen: wu,(xo,yo) = vy(z0,%0) . (C.R. Dgln)
uy (70, Y0) = —vz(0,Y0)

2. f differenzierbar in zp = f'(20) = ux (20, y0) +1 va (20, Yo) = vy(zo,Y0) —1 uy(x0,Y0)

- f differenzierbar = es gelten die C.R. Dgln. . (notwendige Bedingung)
- u,v stetig differenzierbar und C.R. Dgln. gelten = f komplex differenzierbar. (hinreichende Bedingung)
- f=u+1iv holomorph auf G c C (Gebiet) und u,v € C*(G) = Au=Av=0 aufG.

G c C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und w harmonisch auf G
= 3 harmonische Funktion v auf G, so dass f(z +iy) = u(z,y) +1 v(x,y) holomorph auf G ist.
v heiflt dann ,die zu u konjugiert harmonische Funktion®.

(', g) glatte Kurve in C, ¢: [a,b] - C mit g = a(t) +18(t) und §(t) = a(t) +i8(¢).
T= Z§V=1 I'; stiickweise glatte Kurve < T stetig und I'; glatte Kurven Vj=1,...,N.

11
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(T, g) glatte Kurve in G c C Gebiet, f stetig auf G, dann:
b b b
[r@az= [re)-atdat= [ Re(7(g@)-a@)de+i [ Im(f(g(t))-g(t)) ar

= Zj]\il I'; stlickweise glatte Kurve, dann: [ f(z)dz = Zjl\il ]Pj f(2)dz.
L(T) = fab |g(t)] dt heift Linge der glatten Kurve T.

L(T) = Z;-Vzl L(T;) heiflt Lénge der stiickweise glatten Kurve I' = Zj\il r;.
L(T) ist unabhiingig von der zuldssigen Parameterdarstellung.

I sei die Kurve, die I in umgekehrter Richtung durchlduft, dann: [ . f(2)dz = - [ f(2) d=.
Fiir stiickweise glatte Kurven, f stetig gilt: | [ f(2) dz| < sup,(|f(2)]) £(T).

nq, ) O ,n#-1
ﬁ_zom[z‘z@] dz‘{ 2mi ,n=-

Mit f(z+iy) =u(z,y) +iv(z,y) und g = a(t) +i5(t) ergibt sich: (neZ)

frf(z)dz:fab[ud—vﬂ]dt+iLb[u6+vd]dt:[Fudx—vdy +i/1:vdz+udy:v[F[_uv]dﬂeri/F[Z]dqz

F=®+i¥ mit grad(®) = [_uv] und grad(¥) = [Z] ist holomorph und heift ,,Stammfunktion von f*.
(= B%F(z) = f(2) auf G)

G € C einfach zusammenhéngendes Gebiet, f : G — C holomorph auf G, I' stiickweise glatte Kurve in G von z; nach zo,
F Stammfunktion von f:

= frf(z)dz = F(22) - F(21).

G c C Gebiet, F : G — C holomorph in 20 € G, g: [a,b] > G ([a,b] c R) diff’bar in tg € (a,b) mit g(to) = z0:
= 3(Fog)(to) =F'(20) g'(to)

G c C Gebiet, f: G — C stetige Funktion, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

- f besitzt auf G eine Stammfunktion.

- Fiir jede stiickweise glatte, geschlossene Kurve in G ist f f(z)dz=0.
r

- Das komplexe Kurvenintegral [ f(2)dz ist wegunabhingig.
r

I c C stetige, geschlossene Kurve und doppelpunktfrei (,Jordan’sche Kurve®), dann besteht das Komplement C\I" aus 2
disjunkten, offenen Gebieten.
Eines der Gebiete ist beschrénkt (Innengebiet), das andere ist unbeschrénkt (Aufiengebiet).

G c C Gebiet, dann heifst G ,einfach zusammenhéngend*
< Das Innengebiet jeder stetigen, geschlossenen Jordankurve in G liegt in G.

G c C einfach zusammenhéngendes Gebiet, zg € G, f : G — C holomorph auf G\{20}, f stetig in z¢; dann ist fiir jede
stiickweise glatte, geschlossene Kurve I' c G: f f(z)dz =0.
r

G c C offen, zp € G, f: G — C holomorph auf G\{zp} und stetig in zp, dann:

. . i ’scher Hebbarkeitssat
= f ist holomorph auch in z. (Riemann’scher Hebbarkeitssatz)

G c C Gebiet, zg € G, 1,6 >0, K,.(20) c G; sel z € K.(z9) und Ks5(z) ¢ K,.(z9) und h holomorph in G\{z}
= }( h(w)dw = ‘¢| 5 h(w)dw .

|lw=zg|=r w—z|=

12
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Cauchy’sche Integralformel:
G c C Gebiet, f: G — C holomorph, 2y € G, K.(z) c G fiir r > 0, dann gilt fiir alle z € K,.(2):

Ly,
271 |w—zol=r W — 2

1
f(z)=
1 2 .
Mittelwerteigenschaft holomorpher Funktionen: f(z) = o f flzo+re't) dt
w Jo

Potenzreihe:
Sei G c C offen, f: G — C holomorph auf G, 0 <r < R< o0, 20 € G : Kr(z) c G, dann:

= f(z2)= i ar[z-20]" , wobei ay = ! §|£ f(w) dw = P (z0) 1k e N.
k=0 w

% —zo|=r (w - Zo)k+1 k!

Diese Reihe konvergiert absolut und gleichméfig auf K,.(zg); f ist auf Kr(z9) beliebig oft diff’bar.

|
Ist f zusétzlich beliebig oft diff'bar auf G, z € K, (zo) mit K,(z0) ¢ G, so gilt:  f®)(2) = k— 55 A COREP.
211 Jjw-zo|=r (’LU - Z)k+1

f holomorph auf G € C, dann:
1. f ist lokal (d.h. auf jedem Kreis in G) als Potenzreihe darstellbar.
2. f hat lokal (d.h. auf jedem Kreis in G) eine Stammfunktion.

G € C Gebiet, f,g: G — C holomorph auf G; dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. 3M c G, M offene Menge, die in G einen Haufungspunkt besitzt, so dass f(z) =g(z) : Vz e M.
2. 3z G : VkeNy & fF)(20) = g™ (2).
3. f(2)=g(2) : VzeG.
f holomorph auf Gebiet G, f £0 auf G = Nullstellen von f kénnen keinen Haufungspunkt besitzen.
f:1—-C, IcR, f beliebig oft diff’bar = 3 hochstens eine holomorphe Fortsetzung ins Komplexe.

(f:G->C,GcC,IcGund f=f"aufI)

f : G — C heiftt ganze analytische Funktion :< f holomorph auf ganz C. (= dort als Potenzreihe darstellbar.)

f ganze analytische Funktion, 3¢ > 0,n € Ny und es gilt |f(2)| < c[1+]2]"] : V2 (Satz von Liouville)

= f ist durch ein Polynom héchstens n-ten Grades darstellbar.
Le. jede beschrénkte ganze analytische Funktion ist konstant.

Fundamentalsatz der Algebra:
Jedes Polynom n-ten Grades, n > 1, hat in C mindestens eine Nullstelle.

0<r<R<oo, 2g€C, K(z9,7,R) :={2:7r<|2- 2| <R}, g: K(20,7, R) - C holomorph
= fiir alle r1, ro mit r <7y <71y < R gilt: jg g(w) dw = ﬁ( | g(w) dw.
wW—2zo|=T2

[w=zo|=r1

13
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f holomorph auf K(zp,7,R) = VzeK(z,r,R):0<r<r <|z— 20| <12 <R< 00 gilt:

f(z):if de+ﬂ§£ RICORFY

27 1 Jjw-z0|=r: W — 2o 2711 Jjw-z0|=r1 w — 29
=if2(2) =f1(2)
f: K (20,7, R) — C holomorph; dann gilt: (Laurentreihenentwicklung)
oo -1
1. Vze K(Zo, r, R) : f(Z) = Z ag [Z - Zo]k + Z ag [Z - Zo]k (absolute Konvergenz)
k=0 k=—o0
f2(2) f1(2)

1
2. Die Koeffizienten aj, sind eindeutig bestimmt: a = — 51{ Lw) dw keZ,r<p<R.
27 1 Jjw-20|=p [w —Zo]k+l

3. Der Hauptteil f; der Laurentreihe konvergiert absolut und gleichméfig auf {2 : |z — 20| > r1} mit 7 <7 und ist

holomorph auf C\K,(z).
f2 konvergiert absolut und gleichméfig auf {z : |z — zo| < 72} mit r9 < R und ist holomorph auf Kgr(z).

Es ist a_1 = 5= Frurnolep [ (W) dw = S f(w)dw =271 a;-1.

f holomorph in K, (29)\{z0} = ,Singularitit in zo*.
Hauptteil zur Klassifikation der Singularitét:

ad 1
fi(z)=> an ﬁ; hebbare Singularitit n.mq. = 0, Pole z-ter Ordung & = numq. < 0o, wesentliche Singularitit n.mqq, = co.
n=1 zZ—zo)"

oo

Sei f holomorph in Kp(20)\{20} , dann gilt ¥z € Kr(20): f(2)= . ar[2-2]".
k=—oo
Res(f,20) =a-1 heikt ;Residuum von f in z“.
dz

Fipi ez =7

Vr:0<r<R gilt: j‘;[z_z{)':r f(2) dz=2miRes(f,20)- 9€|z|=r %; dz = 2ri
.. . . 1 dz
zg € C, T geschlossene, stiickweise glatte Kurve in C, 2o ¢ I': e f =n(l,z9) ,neZ
mi Jr 2z -2z

heiftt ,,Umlaufzahl von I' beziiglich zy*.
Residuensatz:
G c C einfach zusammenhéngendes Gebiet , {z1,22,...,2n5} ¢ G paarweise verschiedene Stellen von Singularitdten |,
f holomorph auf G\{z1,22,...,25y} und T geschlossene, stiickweise glatte Kurve in G mit {21, 22,...,2n} ¢ I'; dann
gilt:

N
/Ff(z)dz :QWiZ:In(I‘,zj) Res (f,z;)

oo cos(z) _
—oo 1+z2 dz =

[Ooo sin(z) de =

xT

[SIERF
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