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Gradient: F =grad(u(z,y,2)) = Vu(z,y,z) < F= u(z;) i

Divergenz: f = div(?) = V& & fi=wvi(z;)
- 0
Rotation: F=rot(v) =V xv & Fi = €ijlk 5—Vk = €ijkVk,j
Ox; ’

Laplace: Au = div(grad(u)) = u

5il 52m 6171
Eijk Etmn = det |0j; Ojm  0jn|,  und insbesondere dann: &, Eimy = 0m0r, —

Okt Okm  Okn

BAC-CAB: A x (B x C) = B(AC) — C(A.

Spatprodukt: (A x B)C = (C x A)

® §(z) dz =1 KK: §(7) = 200 ZK: §(7) = %2
b 1
/ e 75 (@) dr = — 5o f(@)| olg(x)] = Z Zown @

Integralsitze der Vektoranalysis:

. / grad (u) dr = du = u(fy) — u(f)

o Gauk: f dfA = / av div (;Y) (Fluss)
V) v

e Stokes: j{ IrA = / d_‘f rot (/T) (Zirkulation)
(F) F

o Green:

Lf, drem Se = [ av [p) e) + o) V)
2§t [0 Vel — o) F0] = [ AV 07) A7) — () A7)
V) v

Helmbholtz’scher Satz:

(E X B)z = gijk'AjBk-

> 0= Quelle

< 0 = Senke

A)
A)
) = 0 = quellenfrei
*) = 0 = wirbelfrei

Das Vektorfeld @ ist eine eindeutige Losung, wenn fiir alle Raumpunkte die Quellen [div(@)] und Wirbel [rot(&)] bekannt

sind.

Maxwellsche Gleichungen (mikroskopisch)
rot (E?(F, t)) +
1

rot (B(F, t)) ~ 22 EBF ) = po (R

7 - Stromdichte; ¢ - Lichtgeschwindigkeit; p - Ladungsdichte.

Kontinuitéatsgleichung (lokal an 7 und global in V):

p(7,t) + div(7(7,t)) =0 9Q +1I(t) =

315 ot

Mit D(7t) =eo E(ft) + P@t) wd  HFt) =-LX[ Bt -
—— Ho ——

M(7,t) ] ergibt sich:
——

dielektr. Verschiebung elektr. Feldstdrke Polarisation magnet. Feldstéarke magnet. Induktion Magnetisierung
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Maxwellsche Gleichungen (makroskopisch)

rot (B(7.1 ))+§B( H o= 0 f{mﬁ? - —Edt/Aéd*

rot(ﬁ(m)) 35( ) = 7t ﬂAH? - i+£ Aﬁd*
dw(ﬁrt) = H(Ft) évﬁ”f = Q
dw(ért) - 0 favéﬂf = 0

5’— freie Stromdichte; p - freie Ladungsdichte.

. 1 E-)
Coulomb-Kraft: F, = —g; L S R
7 471'50%2%‘77;'—7:}‘3

7 — 7 S
Entsprechend: E(7) = ;g% M 47r50 Z 4 o J F~E~Z
grundlegende (SI-) Einheiten: m, kg, s, A
kg m? ~  kgm — kg
A2834 2] As3 [B] = As? , >
A®s kg m? kgm
1F=—— 1H=1 10=—=—
kg m?2 A2 2 v A2g3 A .
o = 4w -1077 22 co = 8.854-10712 22 2 =
Am Vm Mo €0
Elektrostatik:
., 1 >/
Potenzial: FE = —grad(p(7)), mit ¢(F) = / dv’ E(T_? (Poisson’sches - Integral)
dmeg Jy |7 — 7]
Oder: o(r) = 7/ E(f") dr’ ,natiirliche Randbedingung': ¢(¥) ——— ITHOO

72

Kraft und Arbeit: F(f)=qEF), W= —/ F(7) dr = qle(T1) — p(7)].

71
Daraus folgt: ¢, , Edr =0% rot (E(F’)) =0, also:
Das statische elektrische Feld ist wirbelfrei; dessen Quellen sind elektrische Ladungen.
An geladenen Flédchen gilt: Eon(F) — E1n(7) = @, Eq(F) = B (7F)

0
an Grenzflache bei 7 mit Flachenladungsdichte n; F,, - normal, E; - tangential zur Flache.

Poissongleichung: Ap(T) = — (F) Laplace-Gleichung (p = 0): Ap(T) =0
€0

Greensche Funktion: L(y(7)) = s(7), mit L(Gy) = 6(F — 7") und y = / AV’ Go(7,7") s(F);

dabei ist L ein beliebiger linearer Differentialoperator, s(7) eine beliebige Inhomogenitét.
1 1
dreg |7 — 77| )

Lt')sung von Potenzialproblemen: (im homogenen R? fiir Laplace: Go(7,7') =

- Losung der Poisson-Gleichung in jedem Gebiet mit natiirlichen Randbedingungen

- Anschliefen der Losungen an den Grenzflichen (= Ubergangsbedingungen)

- Normalenableitung: E, =E &, = —grad(o(7)) &, = _ng:
., Opa(7) 01 (T T -
Fa(f) — (1) = - 2220 4 0210 _ ) £1(7) = ¢a(7), dn () = —grad (p(7)

Eo(7) — By (7) =0
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Multipolentwicklung:

o(F) = 1 Z %flngf’ Ty Thy T, Mit den Multipolmomenten (Tensoren der Stufe [):
TED r

Qriko.. ky = 47T€o(*1)l/ dV/P(’F')T/QlH Gosky sko - -+ ok (7?/).
VP

Diese Entwicklung (Taylor) der (rauminvarianten) Green’schen Funktion entkoppelt Quelleigenschaften und Aufpunkt, ist nur
fiir endliche Ladungsverteilungen gﬁltig und gilt erst ab einem gewissen Abstand (Konvergenzradius), erste Glieder:

(F) 1 + 1 - i + 1 - Tidj +
- 47750 —~— r  4meg \p;/ r3  4meg NG 275
Monopolmoment (1=0) Dipolmoment (1=1) Quadrupolmoment (1=2)
Elektrostatische Energie:
1. ,innere Wechselwirkungsenergie“ (Ladungen bauen selbst ein Feld auf):
N N N
. 11 Qi Q;
o diskret: = - X Ry - o7
moz ORI M WX
i=1 j=1; j#i i=1
e kontinuierlich: / dV/ a8 ) (7) p( = 1/ dV () p(F)
' 247r50 |7 — 7| 2y,
3 = -
o Feldenergie: W = EO / [E(7)? dV (iiber den ganzen Raum V., muss E bekannt sein!)
Voo
2. ,dufere Wechselwirkungsenergie“ (Ladungen in vorgegebenes dufieres Feld):
7
e p, Felderzeugend (— ¢,): W = / AV p1(7) @u(F) = 1 / / av’ delj) p‘:(,| )
TEo Jv,

Energie einer eng begrenzten Ladungsverteilung in festem &ufseren Ea—Feld:
W () = Qi pa(T) — ﬁlFE_:a(F) - %Dlﬁj Eij (7)
F(7) = — grad(W (7)) , F Kraft, W Energie.
Im Feld E,: Fatonopotm. = Q17Ea(P), Foipoim. = (Pgrad) By (7)
Im auf V' homogenen Feld E,: M = pyr x EQ(F); induzierter Dipol: Wp = —1pE,
Leiter (in Elektrostatik):

e innen feldfrei: E(7) = 0, ¢(7) = const. und

D (T)

o fiir die Aquipotenzialfliichen an OV gilt: 7(7) = €0 Fan = —¢€0 3
n oy

und E ;= 0. (n - Oberflichenladungsdichte)

e Beschreibung:
- empirisch*:
beliebige Ladungsverteilung im Vakuum und dann Leiter als dessen Aquipotenzialflichen

- als Randwertaufgabe:
Raumladungsdichte p(7), Geometrie der Leiter, Randwerte seien bekannt und dazu

a) @; auf dV; (— Dirichletproblem) oder
b) Q; auf 9V,
fir b) Riickfithrung auf a) iiber Kapazitétskoefizienten Cj;:

‘ ‘ o ,
Es gﬂt: Qj = Q;nd‘l-z Cij (Y273 mit Q;nd = —&o ‘/6‘/ dfg#(’?) = ov, df 77md(77) und
i j J
2 7o
Cij:Cji:_f‘:O/ dfal“ (F) 602/ df df%a_,)
A% % oV; nj
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Daraus folgt: ¢; = Z 0231 (Q; — Q;'.”d) !

Losung fiir das Potenzial mit Hilfe Green’scher Funktionen:
S, . OG(7, 7'
P(F) = ¢pl7) + 32 @i it () = [ are®GET
i 7

und ¢, (7) :/ Av' G(7,7") p(7").
1%

Bestimmung der Green’schen Funktion (= dem Problem einer Punktladung in der Geometrie!):
G(r,7") = Go(7,7") + F(r,7'), mit AF(7,7’
G(F, F/)‘F/Gavi ; 0 und —gpA’/ G(_' ) (5( ) . (~ Spiegelladungen)

) = 0 und richtigen Randbedingungen:

—_

Energie: W = 5/ dV p(7) o(7) + = E ©Q; mit ) ¢; vorgegeben, dann: Q; = Q;™ + E ©;Cij
v ,
j

B) Qi vorgegeben, dann: ¢; = ZCZI(QJ — jSnd)
Kraft: F = — grad(W (7). 7

Dielektrika:
Mikroskopische Maxwell-Gleichungen gelten weiterhin; zur makroskopischen Beschreibung Mittelung iiber kleine
Volumina (~ 107°%cm ) mit Polarisation in Dielektrika:

< E(7) >= g [y, EF+7) dV

~ _ 1 o
Dipoldichte: Pp() = Y 5 6(7 — ) , Polarisation (gemittelt): P(i"') =<Pp(i")>= —— / dV Pp(7" +7)
i AV AV

1 - 1 1 ol (7! 1 (!
/ AV (") grad. [ —— ) = / YL 1(7;) n / Qv Pr 1(7;)
dreo Jy |7 — 7| dmeo Jov 77 " dmeo Jy 7 —

, mit der Oberfliichenladungsdichte: 7po)(7’) = P(7') €, ,und der Raumladungsdichte: ppoi(7') = — div (}3(77 ! ))
Die Polarisationsladung ist: @Qp =0C
Die dielektrische Verschiebung ergibt sich zu:  D(7) = eo E(7) + P(7)

und somit:

<¢p(r) >=—

Unter der Annahme eines proportionalen Zusammenhangs von P und E:  P(7) = o x(7) E(7) , mit der Suszeptibilitiit
x(7), ergibt sich: D(F) = ege(F) E(¥) mit der dielektrischen Funktion &(7) = 1 4 x(7).

An Grenzflachen dielektrischer Medien (ohne externe Oberflichenladungen) gilt:

—

- Dypo(7) = Dypi(7) (Stetigkeit der Normalkomponente des E-Feldes) & g Bna(F) = €; Eni(7) (Normalkomponente
des F-Feldes springt),
_ Dua(®) _ D)
€a Ei
ponente des E-Feldes).

(Tangentialkomponente des D-Feldes springt) <  Euo(F) = Ey(7) (Stetigkeit der Tangentialkom-

Pext(F)
goe(m)

Fiir das Potenzial in allgemein inhomogenen Dielektrika gilt: Ap(7) +

(E) grad (=(7)) grad (7)) = —
ﬂ) _ _pexti(F)

was sich fiir stiickweise konstante (7) oder E ()L grad(e(7)) vereinfacht zu: A, (7 GES
giTr)eo
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Mit der Green’schen Funktion lésst es sich wie folgt darstellen: o(P) = [, AV’ pext(F") G(7,77) ;
—e1e0 AG(F,7") = 6(F — 7'

mit G; und ¢; %C;i stetig, sowie (wenn nur Ladung in ,,i“): i =0 1(7; 7;,) (F—=7") o
—5j€0AGj(T,T):O 7]7&1

Fiir das innere elektrische Feld einer homogenen Kugel im homogenen elektrischen duferen Feld gilt:

E,=FE,+ % = 2;;1‘161_ E, (— Feldiiberhohung fiir ; < €4)
N
Clausius-Mossotti-Gleichung: x = 17% ;

wobei a,;; die atomare Polarisierbarkeit der Atome und N die Volumendichte selbiger ist (Ansatz: betrachtetes Atom in
Vakuum-Kugel — Feldiiberh6hung an ihm).

1 . L 1 L
Energie in Dielektrika: W = 5[50/ dV [E(7)]? +/ dVP(F) E(F)] = 5/ dV E(7) D(7)
Voo V.

oo oo

Dies vereinfacht sich fiir lineare, isotrope Medien zu: W = 3eo [, dVe(F) E2(7F) = 5 [y AV @(7) pext (F) ;
wobei ¢(F) Von pext, Ppol erzeugt.
Die Dipole zu erzeugen und dann ins Feld zu bringen hebt sich dabei energetisch gerade auf.

Kraftdichte auf Dielektrika: f(v") = pext (7) E(7) - 1 0 E%(7) grad(s(7))
—_——— 2

Kraftdichte auf ext. Ladungen

Kraftdichte auf Polarisationsladungen

& f; = Tij,; mit T;; = E;Dj — 6, E, Dy; man schreibt auch: f(7) = div (T(F)) mit dem symmetrischen
E,D, - 1ED E.D, E.D,
Maxwell’schen Spannungstensor T = E,D, E,D, — %Eﬁ E,D, , Dy = epe E;.
E.D, E.D, E.D, - ED
Magnetostatik:

Stromdichte: 7= o E(7) ; o— Leitfihigkeit. = mikroskopisch: I = oV = % (Ohm’sches Gesetz).
A - Querschnitt, [ - Lange

Kontinuitétsgleichung: Q(t) + I(t) = 0 (makroskopisch) < p(7, ) + div(7(7,t)) = 0 (mikroskopisch)
(Ladungserhaltung!)

rot (rot (E)) = grad (div (A’)) AL

q 1 I dsy x [Iydsy x (51 — . - _

Ampére’sches Gesetz: Fip = ~ / / 1dsy X [3 82_’><3(S1 52)] div(grad(s)) = As

47TE()C Ly JLs |51 - 52|
; die magn. Kraft von 2 auf 1, mit Flagn. ~ C%Felektr_, 2= uolso und ds;, dsg den Richtungen der Strome I, Is.
5 o =7

Biot-Savart’sches Gesetz: B(F) = 4—/ dav’ [j'(f") X w] (magnetische Induktion)
T Jyv =7
Vektorpotenzial: B(F) = rot </Y(f)>

mit A= A’ + grad(f(F)) , wobei div (/Y(F)) =0 (=div (A"(F)) = —Af(r) - ,Eichtransformation®), dann
AA(T) = —pp J(¥) fir jede Komponente.
Natiirliche Randbedingung;: l\gnoo A7) =0.
) = /V AV’ Go(F— ) 77) wnd Go(F— 7y =101

7|
& CAr =

|
A(
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Multipolentwicklung:
T krko.. k . 4 .
(4) iy l';2?+1lxk1$k2 Ty mit ]llﬂkz...kz, = %( ) /V dV/]z( /) 12 GOak1 sko - ok (T/);
=0

wobei j; die i-te Komponente von 7und A; die i-te Komponente von A ist.

Da Fojextr. ~ cQFmagn, gilt, ist Qu,.. .k, ~ jikl...ki,l von der Wirkung her.

j%o = 0 (= keine magnetischen Monopole), daher: A(7) = B x D mitm= 1/ dv’ 7 x 3(7")
4T~~~ r3 2 Jy
Dipolmoment (1=1)

Sei I der Strom entlang des Randes einer Fliche A, so gilt: |m|=A- 1. (Ringstrom = Dipolflachendichte)

m 73

= 2 2 (207 17 2
B o () = 2 (25 — 20300

In Materie:

- 1
Mittlere Dipoldichte (Magnetisierung): M (7) = — / dv’ M, mol(r + )
AV Jav
mit der molaren Dipoldichte ]\Zmol(F) = Z (0 57 —7%).
Molekulare Strome: fig Jmol (7) = rot (M(f'))
Magnetfeld (in Materie): H (F) = ﬁ[E(F’) — M(7)] (B-Feld = Vakuumfeld)

Die Maxwellgleichung div é(F)) =0 lésst sich damit dquivalent formulieren: div (ﬁ (f’)) = —div (M (F))

In Dia- (xm < 0) und Paramagnetischen (0 < x., < 1) Stoffen:
q 1
Xm - magnetische Suszeptibilitit, p = 1 + x,, - Permeabilitit, H(F) = — B(7).

= Vektorpotenzial: A/_l'(f') = —Ho K Jmakr. (T)-

An Grenzflichen magnetischer Medien gilt:

- o Hpo(7) = pi Hyi(7) (Unstetigkeit der Normalkomponente des ﬁ-Feldes) & Bpo(7) = Bpi(F) (Stetigkeit der
Normalkomponente des B-Feldes),

- Hyo(7) — Hyi (7) = [Jmake. JoF (Stetigkeit der Tangentialkomponente des H-Feldes ohne Oberflachenstrom) <«
Bia(7) _ Eu(T)

= [fmakr.]OF (Unstetigkeit der Tangentialkomponente des B-Feldes ohne Oberflachenstrom).
Ho Ha Ho Hi

Ohne Strom, mit vorgegebener Magnetisierung: H (¥) = — grad(cpm(f‘)) , mit

a1 ,dive (M(F') | 1 . M(F)
)= 55 [, W S 5, |

(") Jmakr. (7) .

|7 = 7]

1 =t r e makr.
Energie: IV = 2 / B HF) dV = / AV A(7) Fonater, (F) = % av / qy Jmak
Voo v, T Jv.

Speziell fiir diinne Leiter im Vakuum:

Induktionskoeffizienten - L;, = / /
OF; JO

dsZ ds;C

, magn. Fluss - &5, = / dka = ZL““I
Fy |S'L Sk| F

1
= W= §;Liklﬂk = izk:mbk.
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Kraft auf eine eng begrenzte Stromverteilung im &dukeren Magnetfeld in erster Naherung nach Lorentz ( f F(7) = J7) x Ba(7)):

(F) ~ grad (m; a(f)) , mit dem magnetischen Dipolmoment 72.
& Energie: W = —1iiy B, (F) , Drehmoment: M (7) = iz x Bg(F).
Der magnetische Spannungstensor: _’(77) =div Tmag“(f))

& f; =T, mit T2 = BiHy — SiWmagn 1A Winaen (7) = S H(7) B(7).

Langsame Dynamik (~ 50 Hz):

. . d .
Lenz’sche Regel: E(Ft) df = ey / ( t)ydf (Erzeugte Felder wirken entgegen Erzeugung.)
oF -
N—————’ 1 2
Uina Prmagn

Elektromotorische Kraft: Spannung in einer unterbrochenen, widerstandslosen Leiterschleife: Uj,q = Uys.

In bewegten Leitern in dukerem Magnetfeld gilt: E =E’+@x B und B = B’
(E " - ruhendes System, E- bewegtes System; dann gelten weiterhihn die MWG mit den neuen Feldern).
Potenzialgleichungen:  —eg Ap(7,t) = p(7t) mit B = rot (/T) und E = — grad(y).
Ho

0 =
Langsame Felder: |— ‘<.

Dabei gelten eigentlich die Kontlnultatsglelchung (8p = —div(y)) und die MWG (J'= rot (I:f ) = div(y) = 0); im Mittel

tun sie dies auch, wenn p(t) = ppe”* mit der Relaxationszeit 7 = f0f < 1.

Kirchhoff:

1. Knotensatz: Zlk(t) =0 :Vt

k
2. Maschensatz: / )+ ZL,;ﬂ Li(t) = UZ(t)
induziert
oIt
= Widerstand: Ug(t) = I(t) R. Kondensator: Ug(t) = % Spule: U, =1L %
Wechselstrom in Schwingkreis:
i ~ . 1 S ~ S ~ s

komplexe Grofen: R = R + wL+ e = |R| A% Uy =|Uple® | Iy =|Iy|e®;

Scheinwiderstand Wirkwiderstand
Blindwiderstand

I(t
Maschensatz: R I(t) + Q) + La ®) = Uexs(t)
C ot
im eingeschwungenen Zustand: Uy (t) = Re(Upe™ %) | I(t) = Re(Ipe™ ) (messbar)

UQZRfO = |(70‘ = ‘Rl |I~0‘ AN AP =Py — ;.

Leistung (iiber Periode gemittelt): N = f,z dt Re(Up e'“?) Re(Ip ) = 1|Up||Io| cos(A®)
R ~ - 2
Blindleistung: N = % [Up| |Io| sin(A®)
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d [L d [CU?(t
Energiesatz: — | =I%(t)| +— ®) + RI*(t) = Uext I (%)
a |2 a |2 N
N—— Joulsche Warme  Leistung der Quelle
magn. Energie elektr. Energie

Dynamik:
Ladungen: pges(7,t) = pext(7st) + prol(7,t) = pext (T, t) — div (ﬁ(ﬁ t))

Sme:  Fyee(71t) = o (728) + Toct(710) + Fot(78) = e (720) + ot (M7 1)) + 5 P(7)
Polarisationsstromdichte:  Jpo) (7, t) = %ﬁ(ﬁ t)
Maxwellsche Gleichungen (mikroskopisch | in Materie)
rot(E(F,t)) + %E(F,t) =0 rot (E(F,t)) + %B'(_Zt) = 0
div (é 7, t)) - 0 div (E(F, t)) — 0
rot (é(a t)) ~LOFEFY = pollit) rot (ﬁ(ﬁ t)) —DBFE) = Fnae(F1)
eo div (E(F, t)) = p(7t) div (ﬁ(ﬁ t)) = pext(F,1)

,mit D=egE+ P ,H=-L[B—M] ; dabei P=P(E,B), M = M(E,B), 7= J(E

Fouriertransformation: X(7,t) = / X(Fw)e “dw und X(F,w)= 2—/ X (7,t) e dt
o T

oo =T
o e dw = §(t)

— 00

Damit ergibt sich fiir hohe Frequenzen w und lineare, isotrope Medien:
H(7t) = I%O B(r,t) , M(r,t)=0 (bei hohen Frequenzen kein Magnetismus induziert).

0o
P(rt) = 60/ dt' R(7,t') E(F,t —t') mit R(F,t') =03t <0
—o0 ~— S~
Response Gedéchtnis

= ﬁ(ﬁ w) = €0 X (7, w) ﬁ(ﬁ w) mit x(Fw) = [T dt' R(7,t) et
w)E(Fw) , mit e(F,w) =1+ (7, w).

analog:  7(F,w) = 0 E(F,w). 1 7[5(7;» 1)) et dt = — iwﬁ(F w)
2m J_o Ot ’ ’
(natiirliche Randbedingungen!)
Maxwellsche Gleichungen (im Fourierraum)
rot (E(F, w)) —iw o ﬁ(ﬁ w) = 0
rot (ﬁ(ﬁ w)) +iweg [E(F,w) + ia(r;w)} E(F,w) = Jeone(Frw)
weo
codiv((7w) B(Fw)) = Bo()
div (ﬁ(ﬁw)) =0
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An Materialiibergéngen gilt:
7(2) o (1) — - 7(2) — 7( —

- D ( ) (T7w) = T]OF(T’(‘U) und Bn (T7w) - Bn (T7w) =0
E( )( —(1) SN 772 = =M, N

- Fw)—FE; (F,w)=0 und H; (F,w) — H, (F,w) = Jop(F,w).

Einfiihrung von Potenzialen:
1. B(7,t) = rot (/Y(F, t)) , wobei Eichfreiheit: A(7,t) = A’(7,t) + grad(f(7,1));

2. E(F,t) = — 2 A(7,t) — grad(¢(7,t)) , wobei Eichfreiheit: (7, t) = ¢ (7, t) — 2 f(7,1).

ot
, 1 62
d’Alembert-Operator: 0 = A — 292
Aus den Maxwellgleichungen ergibt sich mit ihnen dann: €
- . 10 . .
OA(7, t) — grad (le (A( )) + 2% o(F t)) = =10 Jmake (7 1)
a . T pext (F t)
A t) + o div (A7) = —LthD
o7 ) + - div (A(7, ) -
. e 10 ., 1 :
Lorenz-Eichung;: div (A(r, t)) + 7§¢(r7 t)=0 (Ludvig Lorenz)
c
DE(Fv t) = —Ho j(F7 t)
= (7, 1) Pext (T 1) 4 ungekoppelte, inhomogene Wellengleichungen.
plirt)=———""
€0
- - 1 0
Dazu geht man von A’ und ¢’ aus und kann die Eichung bestimmen: Of (7 ¢) = div (A’(r7 t)) + —2599'(", t)
c
1 (o) < ,t _ |F7FI‘
(Pret(ﬁ t) — / dV/ Pe: t( c )
S . dmeg 7=
Die Losungen sind: ]
0 = 7 =T
T — _ @ /]makr(r 7t_f)
Are (1) = A7 [m dv |7 — 7| (,retardierte Potenziale®)
Allgemein: OV (7, t) = —q(7, t).
Die Losung bestimmt man iiber den Ansatz: V(7,t) = [ dV’ [ dt/ Go(F—7',t —t') q(7,t') ,
mit: OGo(F—7',t —t') = 5(* r) ( —t)
und natiirlichen Randbedingungen: lim#_, o V(7,t) =0 , limi o V(7,t) = 0.
2
Die Fouriertransformierte der Green’schen Funktion G lasst sich zu:  go(k,w) = 1 ¢ bestimmen.

(2m)* k2 2 — w2
Mit Hilfe folgender Mittel aus der Funktionentheorie und einigen Substitutionen ldsst sich die Green’sche Funktion dann
bestimmen:

1. z komplex — f(2) heifit ,holomorph* oder ,analytisch®, wenn f(z) in einem Teilgebiet der komplexen Ebene beliebig
oft stetig diff’bar ist.

2. Cauchy: f(z) holomorph in G und C eine geschlossene Kurve in G: / dz f(z)=0.
c

3. Hat f(z) einen Pol ersten Grades in einem Punkt, so: Res.,(f(z)) = lim [(z — 20) f(2)] - (,Residium®)
z—2Q

4. Ist f(z) analytisch aufer in endlich vielen Punkten (dort Polstellen 1. Grades) a1, ..., an, dann:

/ dz f(z) =27 12 Resa, (f
C
5. Kausalitst: Go(7— 7' t —t') = Grete(F— 7/, t — /) = 0 fir >t

6. Polstellen der Green’schen Funktion im Fourierraum: wpo1 = lin% +ck — i€ . (& kausale Welle, Retardierung)
e—
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o = o |7—7|
Y ’ 1 ’ |’f’*7“/| o s - 1 o /Q(T U= )
= — 7 t—t)= ——F0(t -t — ; und tist: Viet(7,t) = — dV' ——————~—.
Go(7— 77, ) - ( - ) ; und somit is (7, 1) el T

Nutzt man die avancierte Green’sche Funktion, so erhélt man die avancierten Potenziale; dabei werden nur die Einfliisse aus der
= =/ m_=!
Zukunft zur Bestimmung des Jetzt benutzt (— akausal). Dann erhdlt man das gleiche, nur statt: ¢ — Lcrl dann ¢ + @

Coulomb-Eichung: div ( ,I(f: t)) 2o (Charles Augustin de Coulomb)
xt (75
Ap( 1) = - Lol TY)
= €o sentkoppelte* Differentialgleichungen.

o 1 0
OA(7, t) = —po J(T, t) + = grad <8t (nt))
Dazu geht man von A’ und ¢’ aus und kann die Eichung bestimmen: —Af(7,t) = div (%Y’(F, t))

1 <t (77t
Die Losung fiir (7, t) ist: (7, t) = pr— /V dV’W.
Durch Aufspaltung von Jmake(7t) in  Jp(7t) + Ju(7¢) mit div(yr(7,t)) =0 und rot(jp(#¢t)) =0 (T -
tangential; L - longitudinal) kann man bei natiirlichen Randbedingungen voriges umschreiben:

RN divz/( (7"t o
po JL(7t) = _ZT? grad; <fv dv’ M) = C%grad(%gp(r,t))

o
=7
V/]makrT'r t*‘ c |)

|7 =]

= IZI/T(F, t) = — 0 Jmakr T(7,t) ; dessen Losung ist: A}et / d

mit Tmake (7, t) = ﬁ rot;(rot;(f dav’ %))

Poynting-Satz: (Energiebilanz)

Aus den Maxwellgleichungen ergibt sich mit dem Pointingvektor S(7,t) = E(F,t) x t) folgender Ausdruck:

7 (7,
E(F,t)~%ﬁ(ﬁt)+ﬁ(ﬁt)-%E(F,t)+div(§( )) = (7, t) B(7,1)

Im Vakuum gilt dann:

— — — —

. . 5 . = o = [ [T
D(7,t) = eoE(7t) , B(F,t) = moH(7,t) = E(7,t)- GD(F\t) + H(7\t) - B, t) = g [5eoE* (7, ) + S poH? (7, 1)) =

2 2
Wel Wmagn
o —
s w (7 t)
0 - . &l N
= =  w(Rt) + div S(7,t) = —Jmakre (75 t) E(T, 1)
ot —— ~——
EM Energiedichte EM Energiefluss Energieumwandlung in nicht-elektr. / nicht-magn.
1o}
< 5; [Wem(t) + Wiin ()] = — fav

In Medien ohne Dispersion (im entsprechenden Spektralbereich) gilt dann:

0 =

Srw(Ft) + div (S ) = —Jinasa (7 8) E(1)
mit D(7,t) = ege(F) E(F,t) , B(F,t) = po p(7) H(F,t) und w(7,t) = 1e0&(7) E2(7 1) + 10 p(7) H2(7,1).

10
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In dispersiven und adsorptiven Medien mit monochromatischen Feldern gilt dann:

Sei () die zeitliche Mittelung, dann: (E?(F,t)) =
=

In dispersiven Medien mit Aw < wy gilt: (in Optik wo ~ 10'% Hz, somit Aw ~ 10'2 Hz mdglich)

Wegen Aw < wy folgt:

-

E(??, t) e~ lwot + c.c. (D, B, H analog!)

—

Felder mit relativ langsam verénderlicher Amplitude: E(7,t) = %

Dann ergibt sich der Poynting’sche Satz in Medien mit jpax, = 0 und in linearer Ndherung beziiglich w:

9
ot

—

(w(, 1)) + div ((S(7,£))) = —eown Im (=7, w0)) (E2(7,1) — pro o I ((7, wo)) (H2(7, 1)

1 OlwoRe (e(7,wo))] 1 9w Re (p(7, wo))]

(B2(7, 1)+ 5 o

mit der gemittelten EM Energiedichte: (w(7,t)) = €0 B, 5 B, (H?(F,1)).
Impulssatz der Elektrodynamik im Vakuum:
10
Fiir die Kraftdichte des elektormagnetischen (EM) Feldes gilt: fi= —75& + T3j;
c
mit dem Maxwell’schen Spannungstensor: — T;;(7, t) = eo E; E; + poH; H; — 6;;w(7,t) |
der Energiedichte: — w(7,t) = 3e0E;E; + spoH;H; und dem Poynting-Vektor S.

. 1 -
Nennt man  P(7,t) = / dV = S(7,t)  den Impuls des EM Feldes und ~ Tj;  dessen Impulsstromfléichen-
1% C
d
dichte, SO: 7PZ(’F, t) - / Tij(’l?, t) dfj = —/ dv fz(F, t)
dt ov v
Dabei bewirkt die Kraft eine Anderung der kinetischen Energie der Teilchen: fv dv _'(77, t) = Tdtﬁmech-

=, Die zeitliche Anderung der Summe von mechanischem und elektromagnetischem Impuls in einem Volumen ist
gleich dem elektromagnetischen Impulsstrom aus dem Volumen.*

Elektromagnetische Wellen:

Im Vakuum: (jetzt wirklich Vakuum: p =0, 7=0.)
Feldgleichungen: [IE(F,t) = 0 OB(7,t) = 0.

Mit Coulomb-Eichung und dem Ansatz A(7,t) = a(k) ™=@ fiir monochromatische Felder der Kreisfrequenz w
mit dem Wellenzahlvektor E, wobei k7 —wt Phase heifst, ergibt sich die Dispersionsrelation:

o
-

11
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Aufserdem sind zu jedem Zeitpunkt ¢ die Punkte gleicher Phase gegeben durch: ki = const. ; bei ebenen Wellen
beschreibt dies Ebenen.

Auch gilt: & L @(k) (— Transversalitiit).

2 1

Mit der rdumlichen Periode M = ‘—]_3 und der zeitlichen Periode T = — = — (v - zeitliche Frequenz) ergibt sich
w v

iiber die Dispersionsrelation: c=Av.

Phasengeschwindigkeit: vppase = c.

Da k L @(k) sind 2 Komponenten von @(k) frei wiihlbar = i.Allg. elliptische Polarisation.

—

Es crgibt sich schlieRlich: E(7,t) = iwA(7,t) , B(Ft) =ik x A(F,1t)

In transparenten, homogenen Medien:

H= 1’ €(F7w) Hom()éenitét {—:(w) Transgarenz Re (E(W)), mit div (E) =0 (<:> w 7é WLongitudinal * 5(WL0ngitudina1) = O) gllt

- 2 o

AEB(F,w) + % e(w) E(f,w) =0 (Helmholtz-Gleichung)
= - N o - TN -, w?
= BE(F,w) = &(k,w) % = E(7,t) = é(k,w) ¢*™“Y  mit der Dispersionsrelation: k> = —e(w).
c
ok 1 9%k
Fiir einen Puls (Aw < wp) gilt: k(w)|, = k(wo) + (Ww—wo)+ === (w —wp)?
o S~ 0 w 2 Ow? w
~ wpn(wo) _ 1 = D(wp) = Dispersion der vGruppe
UGruppe(WO)

Erzeugung im Vakuum:

Uber die Lorenz-Eichung und die Kontinuitéitsgleichung ergibt sich:
B(7) = rot (A‘(m) , E(F) = iw[A(7) + < grad (div (A’(m)).

Uber eine Multipolentwicklung ergeben sich aus dem retardierten Potenzial:

~ 1o L el klF=7'] ,
A 7 t) = — dV' (7)) ———=5e ¥
ret(71) 47r/V ) |7 — 7]
vektorielle Kugelwelle
die Potenziale erzeugt durch:
- Elektrisches Dipolmoment: Ok -
Ap(rty =10 [ qyrg(yeion = 0C 0 (5 iy
P Ar r Jy Ar r ot V0

Dies gilt fiir harmonisch schwingende Ladungsverteilungen (— Monochromasie); fiir beliebig zeitabhiingige Ladungsver-

, R (= Pl (n 7
teilungen ergibt sich: Ap(7) = 17 Bt <pT:0 (t c))
Aus dem monochromatischen Vektorpotenzial ergeben sich B- und FE-Feld wie folgt:
I Lo 7 N 1 ei[kr—wt]
B t) = —kw |- X 1 S
p(7?) 47 w{r p] [ ~~ ikr} r
Fern-/Strahlungsfeld
Nahfeld
. 1 = ~ 2 2 1 ik i[kr—wt]
Ep(7,t) = R Exp) xS+ 35 (Lp) -] | 5 - 2| 1
4meg r r r\r rz2 r T
Fernfeld Nahfeld

12
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Im Nahfeld hiingt das Feld an den Quellen, E und B sind um % phasenverschoben und |E| > ¢|B|; im Fernfeld
hingegen ist E 1 B, beide sind L 7, E und B sind in Phase, \E| ~ c|§| und sie beschreiben eine Kugelwelle ~ %

- 2
Im Fernfeld ergibt sich {iber Fourier fiir beliebig zeitabhingige Ladungsverteilungen: Bp (7, t) = — 1 51 3 1 [T aat 5P (t — f)}
meocd r c

= nur beschleunigte Ladungen strahlen Energie ab!

(B2, (7, 1)) + —— (B (7, 1)) Pt i%(fn?

Die zeitlich gemittelte Energiedichte ergibt sich zu: (wp(7,t)) = 5
Ho

€o
2

Der zeitlich gemittelte Energiestrom ist: <§D(F, t)) = c{wp(7,t)) i
r

Dies kann man im Fernfeld explizit angeben:

4 4 —
w 2 2 g (= _ 2 2008 T
<1UD('I" t)> Wp S (79) ) <SD(T‘,t>> = Wp Sin (19) ;
e wpo o2 :
Die abgestrahlte Energie ist dann: d Ft)) = 2. ~
ie abgestrahlte Energie ist dann /6‘/ F{Sp(7,t)) oncl {aﬁ P(t)}
- magnetisches Dipol- und elektrisches Quadrupolmoment:
RN Ho eikr / ﬂ ﬂ/ Hﬂ/ 71wt
Ap(7,t) =4y *—lk / dv’j
- 1kpo elhr 1 o 2ei o / (]
= [1 lkr}[ X Mz 0:|+24k el ik vdV o7 7 p(7")
ANID AEQ
- ) ) = Ler (L7 . a rr, 1 ik
Aus Ajpsp ergibt sich dann: By p(7) = E2 = xm|x—=|+[3=|-m| —m| |5 — —
7 7 r r r|r r2 r
= . wl 1 5 9,7
<SMD(7",t)> = Wmm S1n ('19);

Betrachtungen zum Nah- und Fernfeld, zur monochromatischen und polychromatischen Zeitabhéngigkeit folgen

analog zum elektrischen Dipol.
Zu beachten: Das elektrische Quadrupolmoment und das magnetische Dipolmoment treten in gleicher Ordnung auf!

Dabei heift Nahfeld : r’ < r < A , mittleres Feld : ' < r~ X , Fernfeld:r' < A< r

Das Potenzial einer bewegten Punktladung;: (,,Lienard-Wichert-Potenziale®, Vakuum, kausal)

|—.» —»/‘

e 4m_/ dt’/ V’fr f,|5(t’—t+’"cr> L wobei p(”,t') = Q7" — Rt
0 - =
. d JE) = QG BE) &7 —

- JF ¢ |7 — 7| und g, Q v
Aot / dt/ av’ 5<t'—t+c = Qu(t) i —

=

t))
R(t) -
t')

~

Da §F(t)) = Zk 1|6(t _T’“)‘ mit F(7;) =0 ergibt sich:

(7 t) = dreg 7 E(T)\ - E(T)]ﬁ(g) , wobei 7 implizit gegeben ist {iber:
o 1 — |7*—R(7)|
A=t % i) = o)) Teibm T

T |7 = R(7)| = [F— R(7)] = ¢

Die Felder folgen (wie immer bei Lorenz-Eichung) nach: E(7,t) = —%ff(?, t)—grad(p(7,t)) , B(Ft) =rot (fY(F, t))

13
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Kovariante Formulierung der Maxwell-Gleichungen:

Zeit
Zeit ist nicht absolut! ¢ ist konstant! 4D-Raum zur Beschreibung: o
=
-+
Lorentz-Transformation: (Henrik Lorentz)
0.B.d.A. nur in z-Richtung: =’ =~(x —vt), vy =y, 2/ =2, ¢ = 'y(fgz +1t),y= ﬁ, p=2.
Minkowski-Raum zur Beschreibung. (Hermann Minkowski)
1 10
cp 1;4 14 cot
Viererstrom: j# = Jz ; Viererpotential: A# = |7 , Ableitung: 9, = 88M — | %
Jy Ay * 0y
jZ AZ 8z
Kontinuitatsgleichung: 9,j* = 0"j, =0
Lorenz-Eichung: 0, A" =0*A, =0
Wellengleichung: 0,0 A* = pg j*
Feldstérketensor: FH*” = orAY — 9¥A*  bzw. F,, =0,A, —0,A, - vollstandig antisymmetrisch!
Damit lassen sich die Maxwellgleichungen wie folgt formulieren:
OuF™ = pojg¥ inhomogene MWG
a)\F;u/ + a,uFu)\ + auF)\,u = 0 homogene MWG
Lorentz-Kraftdichte: f#* = F#j,
Energie-Impuls-Bilanz: f* = —9,T7"
Energie-Impuls-Tensor: T+ =T = i [g‘”‘F“”F,,)\ + ig’waer]
Lorentztransformation der Tensoren: F'M" = Lt LY _F°7; der Vektoren: j* = L, j"
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