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Gradient: F = grad(u(x, y, z)) = ~∇u(x, y, z) ⇔ Fi = u(xj),i

Divergenz: f = div(~v) = ~∇~v ⇔ fi = vi(xj),i

Rotation: F = rot(~v) = ~∇× ~v ⇔ Fi = εijk
∂

∂xj
vk = εijkvk,j

Laplace: ∆u = div(grad(u)) = u,i,i ( ~A× ~B)i = εijkAjBk.

εijk εlmn = det

δil δim δin
δjl δjm δjn
δkl δkm δkn

, und insbesondere dann: εijk εimn = δjmδkn − δjnδkm.

BAC-CAB: ~A× ( ~B × ~C) = ~B( ~A~C)− ~C( ~A~B)

Spatprodukt: ( ~A× ~B)~C = (~C × ~A) ~B = ( ~B × ~C) ~A δ(~r − ~r ′) = − 1

4π
∆~r

(
1

|~r − ~r ′|

)
∫∞
−∞ δ(x) dx = 1 KK: δ(~r) = δ(r)

4πr2 ; ZK: δ(~r) = δρδr
2πρ∫ ∞

−∞
f(x)

∂

∂x
δ(x− ξ) dx = − ∂

∂x
f(x)

∣∣∣∣
ξ

δ[g(x)] =
∑
i

1

| ∂∂x g(x)|xi
δ(x− xi) mit g(xi) = 0.

Integralsätze der Vektoranalysis:

•
∫ ~r2

~r1

grad(u) ~dr =

∫ ~r2

~r1

du = u(~r2)− u(~r1)

• Gauß:
∮

(V )

~df ~A =

∫
V

dV div
(
~A
)

(Fluss)

• Stokes:
∮

(F )

~dr ~A =

∫
F

~df rot
(
~A
)

(Zirkulation)

• Green:

1.
∮

(V )

~df ψ(~r) ~∇ϕ(~r) =

∫
V

dV
[
ψ(~r) ∆ϕ(~r) + ~∇ϕ(~r) ~∇ψ(~r)

]
2.
∮

(V )

~df
[
ψ(~r) ~∇ϕ(~r)− ϕ(~r) ~∇ψ(~r)

]
=

∫
V

dV [ψ(~r) ∆ϕ(~r)− ϕ(~r) ∆ψ(~r)]

div
(
~A
)
> 0⇒ Quelle

div
(
~A
)
< 0⇒ Senke

div
(
~A
)

= 0⇒ quellenfrei

rot
(
~A
)

= 0⇒ wirbelfrei

Helmholtz’scher Satz:
Das Vektorfeld ~a ist eine eindeutige Lösung, wenn für alle Raumpunkte die Quellen [div(~a)] und Wirbel [rot(~a)] bekannt
sind.

Maxwellsche Gleichungen (mikroskopisch)

rot
(
~E(~r, t)

)
+
∂

∂t
~B(~r, t) = 0

rot
(
~B(~r, t)

)
− 1

c2
∂

∂t
~E(~r, t) = µ0 ~(~r, t)

ε0 div
(
~E(~r, t)

)
= ρ(~r, t)

div
(
~B(~r, t)

)
= 0

~ - Stromdichte; c - Lichtgeschwindigkeit; ρ - Ladungsdichte.

Kontinuitätsgleichung (lokal an ~r und global in V ):

∂

∂t
ρ(~r, t) + div(~(~r, t)) = 0

∂Q

∂t
+ I(t) = 0

Mit ~D(~r, t)︸ ︷︷ ︸
dielektr. Verschiebung

= ε0
~E(~r, t)︸ ︷︷ ︸

elektr. Feldstärke

+ ~P (~r, t)︸ ︷︷ ︸
Polarisation

und ~H(~r, t)︸ ︷︷ ︸
magnet. Feldstärke

= 1
µ0

[ ~B(~r, t)︸ ︷︷ ︸
magnet. Induktion

− ~M(~r, t)︸ ︷︷ ︸
Magnetisierung

] ergibt sich:
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Maxwellsche Gleichungen (makroskopisch)

rot
(
~E(~r, t)

)
+
∂

∂t
~B(~r, t) = 0

∮
∂A

~E ~dr = − d

dt

∫
A

~B ~df

rot
(
~H(~r, t)

)
− ∂

∂t
~D(~r, t) = ~̃(~r, t)

∮
∂A

~H ~dr = Ĩ +
d

dt

∫
A

~D ~df

div
(
~D(~r, t)

)
= ρ̃(~r, t)

∮
∂V

~D ~df = Q̃

div
(
~B(~r, t)

)
= 0

∮
∂V

~B ~df = 0

~̃ - freie Stromdichte; ρ̃ - freie Ladungsdichte.

Coulomb-Kraft: ~Fi =
1

4πε0
qi
∑
j 6=i

qj
~ri − ~rj
|~ri − ~rj |3

.

Entsprechend: ~E(~r) = lim
q→0

~F

q
=

1

4πε0

∑
j

qj
~r − ~rj
|~r − ~rj |3

. ~F ∼ ~E ∼ 1
r2

grundlegende (SI-) Einheiten: m, kg, s, A

1V =
kgm2

As3
[ ~E] =

kgm
A s3

[ ~B] =
kg
A s2

1C = 1As

1F =
A2 s4

kgm2 1H = 1
kgm2

A2 s2
1 Ω =

kgm2

A2 s3

µ0 = 4π · 10−7 Vs
Am

ε0 = 8.854 · 10−12 As
Vm

c2 =
1

µ0 ε0

Elektrostatik:

Potenzial: ~E = − grad(ϕ(~r)), mit ϕ(~r) =
1

4πε0

∫
V

dV ′
ρ(~r ′)

|~r − ~r ′|
(Poisson’sches - Integral)

Oder: ϕ(~r) = −
∫ ~r

∞
~E(~r ′) ~dr′ „natürliche Randbedingung“: ϕ(~r)

|~r|→∞−−−−→ 0.

Kraft und Arbeit: ~F (~r) = q ~E(~r), W = −
∫ ~r2

~r1

~F (~r) ~dr = q[ϕ(~r1)− ϕ(~r2)].

Daraus folgt:
∮
∂A

~E ~dr = 0⇔ rot
(
~E(~r)

)
= 0, also:

Das statische elektrische Feld ist wirbelfrei; dessen Quellen sind elektrische Ladungen.

An geladenen Flächen gilt: E2n(~r)− E1n(~r) =
η(~r)

ε0
, E1t(~r) = E2t(~r)

an Grenzfläche bei ~r mit Flächenladungsdichte η; En - normal, Et - tangential zur Fläche.

Poissongleichung: ∆ϕ(~r) = −ρ(~r)

ε0
; Laplace-Gleichung (ρ = 0): ∆ϕ(~r) = 0

Greensche Funktion: L̂(y(~r)) = s(~r), mit L̂(G0) = δ(~r − ~r ′) und y =

∫
V

dV ′ G0(~r, ~r ′) s(~r);

dabei ist L̂ ein beliebiger linearer Differentialoperator, s(~r) eine beliebige Inhomogenität.

Lösung von Potenzialproblemen: (im homogenen R3 für Laplace: G0(~r, ~r
′
) =

1

4πε0

1

|~r − ~r ′|
)

- Lösung der Poisson-Gleichung in jedem Gebiet mit natürlichen Randbedingungen

- Anschließen der Lösungen an den Grenzflächen (⇒ Übergangsbedingungen)

- Normalenableitung: En = ~E ~en = − grad(ϕ(~r)) ~en = −∂ϕ∂n :

En2(~r)− En1(~r) = −∂ϕ2(~r)

∂n
+
∂ϕ1(~r)

∂n
=
η(~r)

ε0
ϕ1(~r) = ϕ2(~r), da ~E(~r) = − grad(ϕ(~r)).

Et2(~r)− Et1(~r) = 0

2



Theoretische Physik 2 - Elektrodynamik Prof. Lederer 2012 - 2013

Multipolentwicklung:

ϕ(~r) =
1

4πε0

∞∑
l=0

Qk1k2...kl
l! r2l+1

xk1xk2 ...xkl mit den Multipolmomenten (Tensoren der Stufe l):

Qk1k2...kl = 4πε0(−1)l
∫
Vρ

dV ′ρ(~r ′) r′2l+1G0,k1 ,k2 . . . ,kl (~r ′).

Diese Entwicklung (Taylor) der (rauminvarianten) Green’schen Funktion entkoppelt Quelleigenschaften und Aufpunkt, ist nur
für endliche Ladungsverteilungen gültig und gilt erst ab einem gewissen Abstand (Konvergenzradius), erste Glieder:

ϕ(~r) =
1

4πε0
Q︸︷︷︸

Monopolmoment (l=0)

1

r
+

1

4πε0
~p︸︷︷︸

Dipolmoment (l=1)

~r

r3
+

1

4πε0
Dij︸︷︷︸

Quadrupolmoment (l=2)

xixj
2r5

+ ...

Elektrostatische Energie:

1. „innere Wechselwirkungsenergie“ (Ladungen bauen selbst ein Feld auf):

• diskret: W =
1

2

1

4πε0

N∑
i=1

N∑
j=1; j 6=i

Qi Qj
|~ri − ~rj |

=

N∑
i=1

Qi ϕ(~ri)

• kontinuierlich: W =
1

2

1

4πε0

∫
Vρ

dV

∫
Vρ

dV ′
ρ(~r) ρ(~r ′)

|~r − ~r ′|
=

1

2

∫
Vρ

dV ϕ(~r) ρ(~r)

• Feldenergie: W =
ε0

2

∫
V∞

[ ~E(~r)]2 dV (über den ganzen Raum V∞ muss ~E bekannt sein!)

2. „äußere Wechselwirkungsenergie“ (Ladungen in vorgegebenes äußeres Feld):

• ρa Felderzeugend (→ ϕa): W =

∫
V1

dV ρ1(~r)ϕa(~r) =
1

4πε0

∫
V1

∫
Va

dV ′ dV
ρ1(~r) ρa(~r ′)

|~r − ~r ′|

Energie einer eng begrenzten Ladungsverteilung in festem äußeren ~Ea-Feld:
W (~r) ≈ Q1~r ϕa(~r)− ~p1~r

~Ea(~r)− 1
6D1~rij Eai,j (~r)

~F (~r) = − grad~r(W (~r)) , ~F Kraft, W Energie.

Im Feld ~Ea: FMonopolm. = Q1~r
~Ea(~r), FDipolm. = (~p grad) ~Ea(~r)

Im auf V ′ homogenen Feld ~Ea: ~M = ~p1~r × ~Ea(~r); induzierter Dipol: WD = − 1
2~p

~Ea

Leiter (in Elektrostatik):

• innen feldfrei: ~E(~r) = 0, ϕ(~r) = const. und

• für die Äquipotenzialflächen an ∂V gilt: η(~r) = ε0Ea~n = −ε0
∂ϕa(~r)

∂~n

∣∣∣∣
∂V

und Ea~t = 0. (η - Oberflächenladungsdichte)

• Beschreibung:

- „empirisch“:
beliebige Ladungsverteilung im Vakuum und dann Leiter als dessen Äquipotenzialflächen

- als Randwertaufgabe:
Raumladungsdichte ρ(~r), Geometrie der Leiter, Randwerte seien bekannt und dazu

a) ϕi auf ∂Vi (→ Dirichletproblem) oder

b) Qi auf ∂Vi,

für b) Rückführung auf a) über Kapazitätskoeffizienten Cij :

Es gilt: Qj = Qindj +
∑
i

Cij ϕi mitQindj = −ε0

∫
∂Vj

df
∂ϕρ(~r)

∂~nj
=

∫
∂Vj

df ηind(~r) und

Cij = Cji = −ε0

∫
∂Vj

df
∂Γi(~r)

∂~nj
= ε0

2

∫
∂Vj

df

∫
∂Vi

df ′
∂2G(~r, ~r ′)

∂~n′i ∂~nj

.
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Daraus folgt: ϕi =
∑
j

C−1
ij (Qj −Qindj ) !

Lösung für das Potenzial mit Hilfe Green’scher Funktionen:

ϕ(~r) = ϕρ(~r) +
∑
i

ϕi Γi(~r) , mit Γi(~r) = −
∫
∂Vi

df ′ε0
∂G(~r, ~r ′)

∂~n ′

und ϕρ(~r) =

∫
V

dV ′G(~r, ~r ′) ρ(~r ′).

Bestimmung der Green’schen Funktion (=̂ dem Problem einer Punktladung in der Geometrie!):

G(~r, ~r ′) = G0(~r, ~r ′) + F (~r, ~r ′), mit ∆F (~r, ~r ′) = 0 und richtigen Randbedingungen:
G(~r, ~r ′)|~r ′∈∂Vi

!
= 0 und −ε0∆′G(~r, ~r ′) = δ(~r − ~r ′) . (∼ Spiegelladungen)

Energie: W =
1

2

∫
V

dV ρ(~r)ϕ(~r) +
1

2

∑
i

ϕQi mit α) ϕi vorgegeben, dann: Qi = Qi
ind +

∑
j

ϕjCij

β) Qi vorgegeben, dann: ϕi =
∑
j

C−1
ij (Qj −Qj ind)

Kraft: ~F = − grad(W (~r)).

Dielektrika:
Mikroskopische Maxwell-Gleichungen gelten weiterhin; zur makroskopischen Beschreibung Mittelung über kleine
Volumina (∼ 10−6 cm 3) mit Polarisation in Dielektrika:

< ~E(~r) >= 1
∆V

∫
∆V

~E(~r +~r) dV

Dipoldichte: ~PD(~r) =
∑
i

~pi δ(~r − ~ri) , Polarisation (gemittelt): ~P (~r ′) =< ~PD(~r ′)>=
1

∆V

∫
∆V

dV ~PD(~r ′ +~r) ,

und somit:
< ϕD(~r) >= − 1

4πε0

∫
V

dV ~P (~r ′) grad~r

(
1

|~r − ~r ′|

)
=

1

4πε0

∫
∂V

df ′
ηPol(~r

′)

|~r − ~r ′|
+

1

4πε0

∫
V

dV ′
ρPol(~r

′)

|~r − ~r ′|

, mit der Oberflächenladungsdichte: ηPol(~r
′) = ~P (~r ′)~en ,und der Raumladungsdichte: ρPol(~r

′) = − div
(
~P (~r ′)

)
.

Die Polarisationsladung ist: QP = 0C .

Die dielektrische Verschiebung ergibt sich zu: ~D(~r) = ε0
~E(~r) + ~P (~r) .

Unter der Annahme eines proportionalen Zusammenhangs von ~P und ~E: ~P (~r) = ε0 χ(~r) ~E(~r) , mit der Suszeptibilität
χ(~r), ergibt sich: ~D(~r) = ε0 ε(~r) ~E(~r) mit der dielektrischen Funktion ε(~r) = 1 + χ(~r).

An Grenzflächen dielektrischer Medien (ohne externe Oberflächenladungen) gilt:

- Dna(~r) = Dni(~r) (Stetigkeit der Normalkomponente des ~D-Feldes) ⇔ εaEna(~r) = εiEni(~r) (Normalkomponente
des ~E-Feldes springt),

-
Dta(~r)

εa
=
Dti(~r)

εi
(Tangentialkomponente des ~D-Feldes springt) ⇔ Eta(~r) = Eti(~r) (Stetigkeit der Tangentialkom-

ponente des ~E-Feldes).

Für das Potenzial in allgemein inhomogenen Dielektrika gilt: ∆ϕ(~r) +
1

ε(~r)
grad(ε(~r)) grad(ϕ(~r)) = −ρext(~r)

ε0 ε(~r)
,

was sich für stückweise konstante ε(~r) oder ~E(~r)⊥ grad(ε(~r)) vereinfacht zu: ∆ϕi(~r) = −ρext i(~r)
εi(~r) ε0

.
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Mit der Green’schen Funktion lässt es sich wie folgt darstellen: ϕ(~r) =
∫
V

dV ′ ρext(~r
′)G(~r, ~r ′) ;

mit Gi und εi ∂Gi∂n stetig, sowie (wenn nur Ladung in „i“):

{
−εi ε0 ∆Gi(~r, ~r

′) = δ(~r − ~r ′)
−εj ε0 ∆Gj(~r, ~r

′) = 0 , j 6= i
.

Für das innere elektrische Feld einer homogenen Kugel im homogenen elektrischen äußeren Feld gilt:
Ei = Ea + P

3ε0
= 3εa

2εa+εi
Ea (→ Feldüberhöhung für εi < εa)

Clausius-Mossotti-Gleichung: χ =
Nαat

1− Nαat
3

;

wobei αat die atomare Polarisierbarkeit der Atome und N die Volumendichte selbiger ist (Ansatz: betrachtetes Atom in
Vakuum-Kugel → Feldüberhöhung an ihm).

Energie in Dielektrika: W =
1

2
[ε0

∫
V∞

dV [ ~E(~r)]2 +

∫
V∞

dV ~P (~r) ~E(~r)] =
1

2

∫
V∞

dV ~E(~r) ~D(~r)

Dies vereinfacht sich für lineare, isotrope Medien zu: W = 1
2ε0

∫
V∞

dV ε(~r) ~E2(~r) = 1
2

∫
V∞

dV ϕ(~r) ρext(~r) ;
wobei ϕ(~r) von ρext, ρpol erzeugt.
Die Dipole zu erzeugen und dann ins Feld zu bringen hebt sich dabei energetisch gerade auf.

Kraftdichte auf Dielektrika: ~f(~r) = ρext(~r) ~E(~r)︸ ︷︷ ︸
Kraftdichte auf ext. Ladungen

− 1

2
ε0
~E2(~r) grad(ε(~r))︸ ︷︷ ︸

Kraftdichte auf Polarisationsladungen

.

⇔ fi = Tij ,j mit Tij = EiDj − 1
2δijEkDk; man schreibt auch: ~f(~r) = div

(
T̂ (~r)

)
mit dem symmetrischen

Maxwell’schen Spannungstensor T̂ =

ExDx − 1
2
~E ~D ExDy ExDz

EyDx EyDy − 1
2
~E ~D EyDz

EzDx EzDy EzDz − 1
2
~E ~D

, Di = ε0εrEi.

Magnetostatik:

Stromdichte: ~ = σ ~E(~r) ; σ− Leitfähigkeit. ⇒ mikroskopisch: I = σAl V = V
R (Ohm’sches Gesetz).

A - Querschnitt, l - Länge

Kontinuitätsgleichung: Q̇(t) + I(t) = 0 (makroskopisch) ⇔ ρ̇(~r, t) + div(~ (~r, t)) = 0 (mikroskopisch)
(Ladungserhaltung!)

rot
(

rot
(
~A
))

= grad
(

div
(
~A
))
−∆ ~A

div(grad(s)) = ∆sAmpère’sches Gesetz: ~F12 =
1

4πε0c2

∫
L1

∫
L2

I1 ~ds1 × [I2 ~ds2 × (~s1 − ~s2)]

|~s1 − ~s2|3
; die magn. Kraft von 2 auf 1, mit Fmagn. ∼ 1

c2Felektr., c
2 = 1

µ0 ε0
und ~ds1, ~ds2 den Richtungen der Ströme I1, I2.

Biot-Savart’sches Gesetz: ~B(~r) =
µ0

4π

∫
V

dV ′
[
~(~r ′)× ~r − ~r ′

|~r − ~r ′|3

]
(magnetische Induktion)

Vektorpotenzial: ~B(~r) = rot
(
~A(~r)

)
mit ~A = ~A ′ + grad(f(~r)) , wobei div

(
~A(~r)

)
= 0 (⇒ div

(
~A ′(~r)

)
= −∆f(~r) - „Eichtransformation“), dann

∆ ~A(~r) = −µ0 ~(~r) für jede Komponente.

Natürliche Randbedingung: lim
|~r|→∞

~A(~r) = 0.

~A(~r) =

∫
V

dV ′G0(~r − ~r ′)~(~r ′) und G0(~r − ~r ′) =
µ0

4π

1

|~r − ~r ′|
.
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Multipolentwicklung:

Ai(~r) =
µ0

4π

∞∑
l=0

jik1k2...kl
l! r2l+1

xk1xk2 . . . xkl mit jik1k2...kl =
4π

µ0
(−1)l

∫
V

dV ′ ji(~r
′) r′2l+1G0,k1 ,k2 . . . ,kl (~r ′);

wobei ji die i-te Komponente von ~ und Ai die i-te Komponente von ~A ist.

Da Felektr. ∼ c2Fmagn. gilt, ist Qk1...ki ∼ jik1...ki−1
von der Wirkung her.

ji0 = 0 (⇒ keine magnetischen Monopole), daher: ~A(~r) =
µ0

4π
~m︸︷︷︸

Dipolmoment (l=1)

× ~r

r3
+ . . . , mit ~m =

1

2

∫
V

dV ′ ~r ′ × ~(~r ′)

Sei I der Strom entlang des Randes einer Fläche A, so gilt: |~m| = A · I. (Ringstrom = Dipolflächendichte)

⇒ ~B(~r) = rot
(
~A(~r)

)
=
µ0

4π
rot

(
~m× ~r
r3

)
=
µ0

4π

3~r (~r ~m)− ~mr2

r5

In Materie:
Mittlere Dipoldichte (Magnetisierung): ~M(~r) =

1

∆V

∫
∆V

dV ′ ~Mmol(~r +~r)

mit der molaren Dipoldichte ~Mmol(~r) =
∑
i

~m(i) δ(~r − ~ri).

Molekulare Ströme: µ0 ~mol(~r) = rot
(
~M(~r)

)
.

Magnetfeld (in Materie): ~H(~r) = 1
µ0

[ ~B(~r)− ~M(~r)] ( ~B-Feld =̂ Vakuumfeld)

Die Maxwellgleichung div
(
~B(~r)

)
= 0 lässt sich damit äquivalent formulieren: div

(
~H(~r)

)
= −div

(
~M(~r)

)
.

In Dia- (χm < 0) und Paramagnetischen (0 < χm � 1) Stoffen:

χm - magnetische Suszeptibilität, µ = 1 + χm - Permeabilität, ~H(~r) =
1

µ0 µ
~B(~r).

⇒ Vektorpotenzial: ∆ ~A(~r) = −µ0 µ~makr.(~r).

An Grenzflächen magnetischer Medien gilt:

- µaHna(~r) = µiHni(~r) (Unstetigkeit der Normalkomponente des ~H-Feldes) ⇔ Bna(~r) = Bni(~r) (Stetigkeit der
Normalkomponente des ~B-Feldes),

- Hta(~r)−Hti(~r) = [~makr.]OF (Stetigkeit der Tangentialkomponente des ~H-Feldes ohne Oberflächenstrom) ⇔
Bta(~r)

µ0 µa
− Eti(~r)

µ0 µi
= [~makr.]OF (Unstetigkeit der Tangentialkomponente des ~B-Feldes ohne Oberflächenstrom).

Ohne Strom, mit vorgegebener Magnetisierung: ~H(~r) = − grad(ϕm(~r)) , mit

ϕm(~r) =
1

4π

∫
∂V

dV ′
div~r ′( ~M(~r ′))

|~r − ~r ′|
+

1

4π

∫
∂V

~df ′
~M(~r ′)

|~r − ~r ′|
.

Energie: W =
1

2

∫
V∞

~B(~r) ~H(~r) dV =

∫
Vj

dV ~A(~r)~makr.(~r) =
µ0 µ

8π

∫
Vj

dV

∫
Vj

dV ′
~makr.(~r

′)~makr.(~r)

|~r − ~r ′|
.

Speziell für dünne Leiter im Vakuum:

Induktionskoeffizienten - Lik =
µ0

4π

∫
∂Fi

∫
∂Fk

~dsi ~dsk
|~si − ~sk|

, magn. Fluss - Φk =

∫
Fk

d~fk ~B(~rk) =
∑
i

LikIi

⇒ W =
1

2

∑
ik

LikIi Ik =
1

2

∑
k

IkΦk.
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Kraft auf eine eng begrenzte Stromverteilung im äußeren Magnetfeld in erster Näherung nach Lorentz (~f(~r) = ~(~r)× ~Ba(~r)):
~F (~r) ≈ grad

(
~m~r

~Ba(~r)
)

, mit dem magnetischen Dipolmoment ~m~r.

⇔ Energie: W = −~m~r
~Ba(~r) , Drehmoment: ~M(~r) = ~m~r × ~Ba(~r).

Der magnetische Spannungstensor: ~f(~r) = div
(
T̂magn(~r)

)
⇔ fi = Tmagn

ik ,k mit Tmagn
ik = BiHk − δikwmagn und wmagn(~r) = 1

2
~H(~r) ~B(~r).

Langsame Dynamik (∼ 50Hz):

Lenz’sche Regel:
∫
∂F

~E(~r, t) d~f︸ ︷︷ ︸
Uind

= − d

dt

∫
F

~B(~r, t) ~df︸ ︷︷ ︸
Φmagn

(Erzeugte Felder wirken entgegen Erzeugung.)

Elektromotorische Kraft: Spannung in einer unterbrochenen, widerstandslosen Leiterschleife: Uind = U12.

1 2

In bewegten Leitern in äußerem Magnetfeld gilt: ~E = ~E ′ + ~v × ~B und ~B = ~B ′

( ~E ′ - ruhendes System, ~E - bewegtes System; dann gelten weiterhihn die MWG mit den neuen Feldern).

Potenzialgleichungen: −ε0 ∆ϕ(~r, t) = ρ(~r, t)

− 1
µ0

∆ ~A(~r, t) = ~(~r, t)

mit ~B = rot
(
~A
)
und ~E = − grad(ϕ).

Langsame Felder: | ∂
∂t
~D| � |~| ⇔

∣∣∣ω ε0 ε

σ

∣∣∣� 1.

Dabei gelten eigentlich die Kontinuitätsgleichung (∂ρ∂t = −div()) und die MWG (~ = rot
(
~H
)
⇒ div() = 0); im Mittel

tun sie dies auch, wenn ρ(t) = ρ0 e−
t
τ mit der Relaxationszeit τ = ε0 ε

σ � 1.

Kirchhoff :

1. Knotensatz:
∑
k

Ik(t) = 0 : ∀t

2. Maschensatz:
∫
C′k

d~r ~E(~r, t) +
∑
i

Lki
∂

∂t
Ii(t)︸ ︷︷ ︸

induziert

= U ext
k (t)

⇒ Widerstand: UR(t) = I(t)R. Kondensator: UC(t) =
Q(t)

C
. Spule: UL = L

∂I(t)

∂t
.

Wechselstrom in Schwingkreis:

komplexe Größen: R̃︸︷︷︸
Scheinwiderstand

= R︸︷︷︸
Wirkwiderstand

+ iωL+
1

iωC︸ ︷︷ ︸
Blindwiderstand

= |R̃| ei∆Φ , Ũ0 = |Ũ0| eiΦU , Ĩ0 = |Ĩ0| eiΦI ;

Maschensatz: RI(t) +
Q(t)

C
+ L

∂I(t)

∂t
= Uext(t)

im eingeschwungenen Zustand: Uext(t) = Re(Ũ0 e− iωt) , I(t) = Re(Ĩ0 e− iωt) (messbar)

Ũ0 = R̃Ĩ0 ⇔ |Ũ0| = |R̃| |Ĩ0| ∧ ∆Φ = ΦU − ΦI .

Leistung (über Periode gemittelt): N =
∫ T

2

−T2
dtRe(Ũ0 eiωt) Re(Ĩ0 eiωt) = 1

2 |Ũ0||Ĩ0| cos(∆Φ)

Blindleistung: NB = 1
2 |Ũ0| |Ĩ0| sin(∆Φ)
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Energiesatz:
d

dt

[
L

2
I2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

magn. Energie

+
d

dt

[
CU2(t)

2

]
︸ ︷︷ ︸
elektr. Energie

+ RI2(t)︸ ︷︷ ︸
Joulsche Wärme

= UextI(t)︸ ︷︷ ︸
Leistung der Quelle

.

Dynamik:

Ladungen: ρges(~r, t) = ρext(~r, t) + ρPol(~r, t) = ρext(~r, t)− div
(
~P (~r, t)

)
Ströme: ~ges(~r, t) = ~makr(~r, t) + ~mol(~r, t) + ~Pol(~r, t) = ~makr(~r, t) +

1

µ0
rot
(
~M(~r, t)

)
+
∂

∂t
~P (~r, t).

Polarisationsstromdichte: ~Pol(~r, t) =
∂

∂t
~P (~r, t) .

Maxwellsche Gleichungen (mikroskopisch | in Materie)

rot
(
~E(~r, t)

)
+ ∂

∂t
~B(~r, t) = 0 rot

(
~E(~r, t)

)
+ ∂

∂t
~B(~r, t) = 0

div
(
~B(~r, t)

)
= 0 div

(
~B(~r, t)

)
= 0

rot
(
~B(~r, t)

)
− 1

c2
∂
∂t
~E(~r, t) = µ0 ~(~r, t) rot

(
~H(~r, t)

)
− ∂

∂t
~D(~r, t) = ~makr(~r, t)

ε0 div
(
~E(~r, t)

)
= ρ(~r, t) div

(
~D(~r, t)

)
= ρext(~r, t)

, mit ~D = ε0
~E + ~P , ~H = 1

µ0
[ ~B − ~M ] ; dabei ~P = ~P ( ~E, ~B), ~M = ~M( ~E, ~B), ~ = ~( ~E, ~B).

Fouriertransformation: X(~r, t) =

∫ ∞
−∞

X(~r, ω) e− iωt dω und X(~r, ω) =
1

2π

∫ ∞
−∞

X(~r, t) eiωt dt∫ ∞
−∞

1

2π
e− iωt dω = δ(t)

Damit ergibt sich für hohe Frequenzen ω und lineare, isotrope Medien:
~H(~r, t) = 1

µ0

~B(~r, t) , ~M(~r, t) = 0 (bei hohen Frequenzen kein Magnetismus induziert).

~P (~r, t) = ε0

∫ ∞
−∞

dt′ R(~r, t′)︸ ︷︷ ︸
Response

~E(~r, t− t′︸ ︷︷ ︸
Gedächtnis

) mit R(~r, t′) = 0 ; t′ < 0

⇔ ~P (~r, ω) = ε0 χ(~r, ω) ~E(~r, ω) mit χ(~r, ω) =
∫∞
−∞ dt′R(~r, t′) eiωt′ ;

also: ~D(~r, ω) = ε0 ε(~r, ω) ~E(~r, ω) , mit ε(~r, ω) = 1 + χ(~r, ω).

analog: ~(~r, ω) = σ ~E(~r, ω). 1

2π

∫ ∞
−∞

∂

∂t
[ ~E(~r, t)] eiωt dt = − iω ~E(~r, ω)

(natürliche Randbedingungen!)

Maxwellsche Gleichungen (im Fourierraum)

rot
(
~E(~r, ω)

)
− iω µ0

~H(~r, ω) = 0

rot
(
~H(~r, ω)

)
+ iω ε0

[
ε(~r, ω) + i

σ(~r, ω)

ω ε0

]
~E(~r, ω) = ~conv(~r, ω)

ε0 div
(
ε(~r, ω) ~E(~r, ω)

)
= ρext(~r, ω)

div
(
~H(~r, ω)

)
= 0

8
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An Materialübergängen gilt:

- D
(2)

n (~r, ω)−D(1)

n (~r, ω) = ηOF(~r, ω) und B
(2)

n (~r, ω)−B(1)

n (~r, ω) = 0;

- E
(2)

t (~r, ω)− E(1)

t (~r, ω) = 0 und H
(2)

t (~r, ω)−H(1)

t (~r, ω) = OF(~r, ω).

Einführung von Potenzialen:

1. ~B(~r, t) = rot
(
~A(~r, t)

)
, wobei Eichfreiheit: ~A(~r, t) = ~A ′(~r, t) + grad(f(~r, t));

2. ~E(~r, t) = − ∂
∂t
~A(~r, t)− grad(ϕ(~r, t)) , wobei Eichfreiheit: ϕ(~r, t) = ϕ′(~r, t)− ∂

∂t f(~r, t).

d’Alembert-Operator: � = ∆− 1

c2
∂2

∂t2Aus den Maxwellgleichungen ergibt sich mit ihnen dann:

� ~A(~r, t)− grad

(
div
(
~A(~r, t)

)
+

1

c2
∂

∂t
ϕ(~r, t)

)
= −µ0 ~makr(~r, t)

∆ϕ(~r, t) +
∂

∂t
div
(
~A(~r, t)

)
= −ρext(~r, t)

ε0

Lorenz-Eichung: (Ludvig Lorenz)div
(
~A(~r, t)

)
+

1

c2
∂

∂t
ϕ(~r, t)

!
= 0

⇒
� ~A(~r, t) = −µ0 ~(~r, t)

�ϕ(~r, t) = −ρext(~r, t)
ε0

4 ungekoppelte, inhomogene Wellengleichungen.

Dazu geht man von ~A ′ und ϕ′ aus und kann die Eichung bestimmen: �f(~r, t) = div
(
~A ′(~r, t)

)
+

1

c2
∂

∂t
ϕ′(~r, t).

Die Lösungen sind:
ϕret(~r, t) =

1

4πε0

∫ ∞
−∞

dV ′
ρext(~r

′, t− |~r−~r
′|

c )

|~r − ~r ′|

~Aret(~r, t) =
µ0

4π

∫ ∞
−∞

dV ′
~makr(~r

′, t− |~r−~r
′|

c )

|~r − ~r ′|

.

(„retardierte Potenziale“)

Allgemein: �V (~r, t) = −q(~r, t).
Die Lösung bestimmt man über den Ansatz: V (~r, t) =

∫
dV ′

∫
dt′G0(~r − ~r ′, t− t′) q(~r′, t′) ,

mit: �G0(~r − ~r ′, t− t′) = −δ(~r − ~r′) δ(t− t′)
und natürlichen Randbedingungen: lim|~r|→∞ V (~r, t) = 0 , limt→∞ V (~r, t) = 0.

Die Fouriertransformierte der Green’schen Funktion G0 lässt sich zu: g0(k, ω) =
1

(2π)4
c2

k2 c2 − ω2
bestimmen.

Mit Hilfe folgender Mittel aus der Funktionentheorie und einigen Substitutionen lässt sich die Green’sche Funktion dann
bestimmen:

1. z komplex → f(z) heißt „holomorph“ oder „analytisch“, wenn f(z) in einem Teilgebiet der komplexen Ebene beliebig
oft stetig diff’bar ist.

2. Cauchy: f(z) holomorph in G und C eine geschlossene Kurve in G:
∫
C

dz f(z) = 0 .

3. Hat f(z) einen Pol ersten Grades in einem Punkt, so: Resz0(f(z)) = lim
z→z0

[(z − z0)f(z)] . („Residium“)

4. Ist f(z) analytisch außer in endlich vielen Punkten (dort Polstellen 1. Grades) a1, . . . , an, dann:∫
C

dz f(z) = 2π i

n∑
k=1

Resak (f(z)) .

5. Kausalität: G0(~r − ~r ′, t− t′) !
= Gret(~r − ~r ′, t− t′) = 0 , für t′ > t.

6. Polstellen der Green’schen Funktion im Fourierraum: ωpol
!
= lim
ε→0
±ck − iε . (⇔ kausale Welle, Retardierung)
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⇒ G0(~r − ~r ′, t− t′) =
1

4π|~r − ~r ′|δ(t− t
′ − |~r − ~r

′|
c

) ; und somit ist: Vret(~r, t) =
1

4π

∫ ∞
−∞

dV ′
q(~r ′, t− |~r−~r

′|
c

)

|~r − ~r ′| .

Nutzt man die avancierte Green’sche Funktion, so erhält man die avancierten Potenziale; dabei werden nur die Einflüsse aus der
Zukunft zur Bestimmung des Jetzt benutzt (→ akausal). Dann erhält man das gleiche, nur statt: t− |~r−~r

′|
c

dann t+ |~r−~r ′|
c

.

Coulomb-Eichung: (Charles Augustin de Coulomb)div
(
~A(~r, t)

)
!
= 0

⇒
∆ϕ(~r, t) = −ρext(~r, t)

ε0

� ~A(~r, t) = −µ0 ~(~r, t) +
1

c2
grad

(
∂

∂t
ϕ(~r, t)

) „entkoppelte“ Differentialgleichungen.

Dazu geht man von ~A ′ und ϕ′ aus und kann die Eichung bestimmen: −∆f(~r, t) = div
(
~A ′(~r, t)

)
.

Die Lösung für ϕ(~r, t) ist: ϕ(~r, t) =
1

4π ε0

∫
V

dV ′
ρext(~r

′, t)

|~r − ~r ′|
.

Durch Aufspaltung von ~makr(~r, t) in ~T(~r, t) + ~L(~r, t) mit div(~T(~r, t)) = 0 und rot(~L(~r, t)) = 0 (T -
tangential; L - longitudinal) kann man bei natürlichen Randbedingungen voriges umschreiben:

µ0 ~L(~r, t) = −µ0

4π grad~r

(∫
V

dV ′
div~r ′(~(~r ′,t))
|~r−~r ′|

)
= 1

c2 grad
(
∂
∂tϕ(~r, t)

)
.

⇒ � ~A(~r, t) = −µ0 ~makr T(~r, t) ; dessen Lösung ist: ~Aret(~r, t) =
µ0

4π

∫
V

dV ′
~makr T(~r ′, t− |~r−~r

′|
c )

|~r − ~r′|
.

mit ~makr T(~r, t) = 1
4π

rot~r
(

rot~r
(∫

V
dV ′ ~makr(~r

′,t)
|~r−~r ′|

))

Poynting-Satz: (Energiebilanz)

Aus den Maxwellgleichungen ergibt sich mit dem Pointingvektor ~S(~r, t) = ~E(~r, t)× ~H(~r, t) folgender Ausdruck:
~E(~r, t) · ∂

∂t
~D(~r, t) + ~H(~r, t) · ∂

∂t
~B(~r, t) + div

(
~S(~r, t)

)
= −~(~r, t) ~E(~r, t) .

Im Vakuum gilt dann:

~D(~r, t) = ε0
~E(~r, t) , ~B(~r, t) = µ0

~H(~r, t) ⇒ ~E(~r, t) · ∂∂t ~D(~r, t) + ~H(~r, t) · ∂∂t ~B(~r, t) = ∂
∂t [

1

2
ε0
~E2(~r, t)︸ ︷︷ ︸
wel

+
1

2
µ0
~H2(~r, t)︸ ︷︷ ︸
wmagn

] =

∂
∂tw(~r, t)

⇒ ∂

∂t
w(~r, t)︸ ︷︷ ︸

EM Energiedichte

+ div
(

~S(~r, t)︸ ︷︷ ︸
EM Energiefluss

)
= −~makr(~r, t) ~E(~r, t)︸ ︷︷ ︸

Energieumwandlung in nicht-elektr. / nicht-magn.

.

⇔ ∂
∂t [WEM(t) +Wkin(t)] = −

∫
∂V

~S(~r, t) ~df

In Medien ohne Dispersion (im entsprechenden Spektralbereich) gilt dann:
∂

∂t
w(~r, t) + div

(
~S(~r, t)

)
= −~makr(~r, t) ~E(~r, t)

mit ~D(~r, t) = ε0 ε(~r) ~E(~r, t) , ~B(~r, t) = µ0 µ(~r) ~H(~r, t) und w(~r, t) = 1
2ε0 ε(~r) ~E

2(~r, t) + 1
2µ0 µ(~r) ~H2(~r, t).

10



Theoretische Physik 2 - Elektrodynamik Prof. Lederer 2012 - 2013

In dispersiven und adsorptiven Medien mit monochromatischen Feldern gilt dann:

Sei 〈 · 〉 die zeitliche Mittelung, dann: 〈 ~E2(~r, t)〉 =
1

2
| ~E(~r)|2 und 〈 ~H2(~r, t)〉 =

1

2
| ~H(~r)|2 ( ~D, ~B analog).

⇒
div
(
〈~S(~r, t)〉

)
= −〈~(~r, t) ~E(~r, t)〉 − 1

2
ω0

[
Im
(
~E∗(~r, t) ~P (~r, t)

)
+ Im

(
~H∗(~r, t) ~M(~r, t)

)]

Speziell in stromfreien, linearen Medien: div
(
〈~S(~r, t)〉

)
= −ω0

[
ε0 Im (ε(~r, ω0)) 〈 ~E2(~r, t)〉+µ0 Im (µ(~r, ω0)) 〈 ~H2(~r, t)〉

]

In dispersiven Medien mit ∆ω � ω0 gilt: (in Optik ω0 ≈ 1015 Hz, somit ∆ω ≈ 1012 Hz möglich)

Wegen ∆ω � ω0 folgt:
Felder mit relativ langsam veränderlicher Amplitude: ~E(~r, t) = 1

2
~̃E(~r, t) e− iω0t + c.c. (~D, ~B, ~H analog!)

Dann ergibt sich der Poynting’sche Satz in Medien mit ~makr = 0 und in linearer Näherung bezüglich ω:

∂

∂t
〈w(~r, t)〉+ div

(
〈~S(~r, t)〉

)
= −ε0 ω0 Im (ε(~r, ω0)) 〈 ~E2(~r, t)〉 − µ0 ω0 Im (µ(~r, ω0)) 〈 ~H2(~r, t)〉

mit der gemittelten EM Energiedichte: 〈w(~r, t)〉 =
1

2
ε0
∂ [ω0 Re (ε(~r, ω0))]

∂ω0

〈 ~E2(~r, t)〉+ 1

2
µ0
∂ [ω0 Re (µ(~r, ω0))]

∂ω0

〈 ~H2(~r, t)〉.

Impulssatz der Elektrodynamik im Vakuum:

Für die Kraftdichte des elektormagnetischen (EM) Feldes gilt: fi = − 1

c2
∂

∂t
Si + Tij ,j

mit dem Maxwell’schen Spannungstensor: Tij(~r, t) = ε0EiEj + µ0HiHj − δijw(~r, t) ,

der Energiedichte: w(~r, t) = 1
2ε0EjEj + 1

2µ0HjHj und dem Poynting-Vektor ~S.

Nennt man ~P (~r, t) =

∫
V

dV
1

c2
~S(~r, t) den Impuls des EM Feldes und Tij dessen Impulsstromflächen-

dichte, so:
d

dt
Pi(~r, t)−

∫
∂V

Tij(~r, t) dfj = −
∫
V

dV fi(~r, t).

Dabei bewirkt die Kraft eine Änderung der kinetischen Energie der Teilchen:
∫
V

dV ~f(~r, t) = d
dt
~Pmech.

⇒ „Die zeitliche Änderung der Summe von mechanischem und elektromagnetischem Impuls in einem Volumen ist
gleich dem elektromagnetischen Impulsstrom aus dem Volumen.“

Elektromagnetische Wellen:

Im Vakuum: (jetzt wirklich Vakuum: ρ ≡ 0, ~ ≡ 0.)

Feldgleichungen: � ~E(~r, t) = 0 � ~B(~r, t) = 0.

Mit Coulomb-Eichung und dem Ansatz ~A(~r, t) = ~a(~k) ei(~k~r−ωt) für monochromatische Felder der Kreisfrequenz ω
mit dem Wellenzahlvektor ~k, wobei ~k~r − ωt Phase heißt, ergibt sich die Dispersionsrelation:

~k2 =
ω2

c2

11
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Außerdem sind zu jedem Zeitpunkt t die Punkte gleicher Phase gegeben durch: ~k ~r = const. ; bei ebenen Wellen
beschreibt dies Ebenen.

Auch gilt: ~k ⊥ ~a(~k) (→ Transversalität).

Mit der räumlichen Periode λ =
2π

|~k|
und der zeitlichen Periode T =

2π

ω
=

1

ν
(ν - zeitliche Frequenz) ergibt sich

über die Dispersionsrelation: c = λν.

Phasengeschwindigkeit: vPhase = c.

Da ~k ⊥ ~a(~k) sind 2 Komponenten von ~a(~k) frei wählbar ⇒ i.Allg. elliptische Polarisation.

Es ergibt sich schließlich: ~E(~r, t) = iω ~A(~r, t) , ~B(~r, t) = i~k × ~A(~r, t) .

In transparenten, homogenen Medien:

µ = 1, ε(~r, ω)
Homogenität

= ε(ω)
Transparenz

= Re (ε(ω)), mit div
(
~E
)

= 0 (⇔ ω 6= ωLongitudinal : ε(ωLongitudinal) = 0) gilt:

∆~E(~r, ω) +
ω2

c2
ε(ω) ~E(~r, ω) = 0 (Helmholtz-Gleichung)

⇒ ~E(~r, ω) = ~e(~k, ω) ei~k~r ⇒ ~E(~r, t) = ~e(~k, ω) ei(~k~r−ωt) mit der Dispersionsrelation: ~k2 =
ω2

c2
ε(ω).

Für einen Puls (∆ω � ω0) gilt: k(ω)|ω0
≈ k(ω0)︸ ︷︷ ︸

=
ω0

vPh(ω0)

+
∂k

∂ω

∣∣∣∣
ω0︸ ︷︷ ︸

=
1

vGruppe(ω0)

(ω − ω0) +
1

2

∂2k

∂ω2

∣∣∣∣
ω0︸ ︷︷ ︸

= D(ω0) = Dispersion der vGruppe

(ω − ω0)2

Erzeugung im Vakuum:

Über die Lorenz-Eichung und die Kontinuitätsgleichung ergibt sich:
~B(~r) = rot

(
~A(~r)

)
, ~E(~r) = iω[ ~A(~r) + c2

ω2 grad
(

div
(
~A(~r)

))
.

Über eine Multipolentwicklung ergeben sich aus dem retardierten Potenzial:

~Aret(~r, t) =
µ0

4π

∫
V

dV ′ ~(~r ′)
ei k|~r−~r ′|

|~r − ~r ′|︸ ︷︷ ︸
vektorielle Kugelwelle

e− iωt

die Potenziale erzeugt durch:

- Elektrisches Dipolmoment:
~AD(~r, t) =

µ0

4π

ei kr

r

∫
V

dV ′ ~ (~r ′) e− iωt =
µ0

4π

ei kr

r

∂

∂t

(
~p~r=0 eiωt

)
Dies gilt für harmonisch schwingende Ladungsverteilungen (→ Monochromasie); für beliebig zeitabhängige Ladungsver-

teilungen ergibt sich: ~AD(~r) =
µ0

4π

1

r

∂

∂t

(
~p~r=0(t− r

c
)
)

Aus dem monochromatischen Vektorpotenzial ergeben sich ~B- und ~E-Feld wie folgt:

~BD(~r, t) =
µ0

4π
kω

[
~r

r
× ~p
] [

1︸︷︷︸
Fern-/Strahlungsfeld

− 1

i kr︸ ︷︷ ︸
Nahfeld

]
ei[kr−ωt]

r

~ED(~r, t) =
1

4πε0

{
k2

[(
~r

r
× ~p
)
× ~r

r

]
︸ ︷︷ ︸

Fernfeld

+

[
3
~r

r

(
~r

r
~p

)
− ~p
] [

1

r2
− i k

r

]
︸ ︷︷ ︸

Nahfeld

}
ei[kr−ωt]

r

12
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Im Nahfeld hängt das Feld an den Quellen, ~E und ~B sind um π
2 phasenverschoben und | ~E| � c| ~B|; im Fernfeld

hingegen ist ~E ⊥ ~B, beide sind ⊥ ~r, ~E und ~B sind in Phase, | ~E| ≈ c| ~B| und sie beschreiben eine Kugelwelle ∼ 1
r .

Im Fernfeld ergibt sich über Fourier für beliebig zeitabhängige Ladungsverteilungen: ~BD(~r, t) = − 1

4πε0c3
1

r

[
~r

r
× ∂2

∂t2
~p
(
t− r

c

)]
⇒ nur beschleunigte Ladungen strahlen Energie ab!

Die zeitlich gemittelte Energiedichte ergibt sich zu: 〈wD(~r, t)〉 =
ε0

2
〈 ~E2

D(~r, t)〉+
1

2µ0
〈 ~B2

D(~r, t)〉 Fernf.=
1

2µ0
| ~BD(~r)|2.

Der zeitlich gemittelte Energiestrom ist: 〈~SD(~r, t)〉 = c 〈wD(~r, t)〉 ~r
r
.

Dies kann man im Fernfeld explizit angeben:

〈wD(~r, t)〉 =
ω4

32π2 ε0 c3 r2
p2 sin2(ϑ) , 〈~SD(~r, t)〉 =

ω4

32π2 ε0 c3 r2
p2 sin2(ϑ)

~r

r
.

Die abgestrahlte Energie ist dann:
∫
∂V

~df 〈~SD(~r, t)〉 =
ω4µ0

12π c
p2. ∼

[
∂2

∂t2
~p(t)

]2

- magnetisches Dipol- und elektrisches Quadrupolmoment:

~AD(~r, t) =
µ0

4π

ei kr

r

(
1

r
− i k

)∫
V

dV ′ ~ (~r ′)
~r ~r ′

r
e− iωt

=
i kµ0

4π

ei kr

r

[
1− 1

i kr

] [
~r

r
× ~m~r=0

]
︸ ︷︷ ︸

~AMD

+
1

2

µ0

4π
ck2 ei kr

r

[
1

r
− i k

] ∫
V

dV ′
[[
~r

r
~r ′
]
~r ′ ρ(~r ′)

]
︸ ︷︷ ︸

~AEQ

Aus ~AMD ergibt sich dann: ~BMD(~r) =
1

4π

ei kr

r

{
k2

[[
~r

r
× ~m

]
× ~r

r

]
+

[
3
~r

r

[
~r

r
~m

]
− ~m

] [
1

r2
− i k

r

]}
〈~SMD(~r, t)〉 =

ω4

32π2 ε0 c3 r2

1

µ0
2
m2 sin2(ϑ)

~r

r
Betrachtungen zum Nah- und Fernfeld, zur monochromatischen und polychromatischen Zeitabhängigkeit folgen
analog zum elektrischen Dipol.
Zu beachten: Das elektrische Quadrupolmoment und das magnetische Dipolmoment treten in gleicher Ordnung auf!

Dabei heißt Nahfeld : r ′ � r � λ , mittleres Feld : r ′ � r ≈ λ , Fernfeld : r ′ � λ� r .

Das Potenzial einer bewegten Punktladung: („Lienard-Wichert-Potenziale“, Vakuum, kausal)

ϕret(~r, t) =
1

4π ε0

∫ ∞
−∞

dt′
∫
V

dV ′
ρ(~r ′, t′)

|~r − ~r ′|
δ

(
t′ − t+

|~r − ~r ′|
c

)
~Aret(~r, t) =

µ0

4π

∫ ∞
−∞

dt′
∫
V

dV ′
~(~r ′, t′)

|~r − ~r ′|
δ

(
t′ − t+

|~r − ~r ′|
c

) , wobei ρ(~r ′, t′) = Qδ(~r ′ − ~R(t′))

und ~(~r ′, t′) = Q ∂
∂t′
~R(t′) δ(~r ′ − ~R(t′))

= Q~v(t′) δ(~r ′ − ~R(t′))

.

Da δ(F (t′)) =
∑n
k=1

δ(t′−τk)

| ∂
∂t′ F (τk)| mit F (τk) = 0 ergibt sich:

ϕ(~r, t) =
1

4π ε0

Q

|~r − ~R(τ)| − [~r − ~R(τ)]~v(τ)
c

~A(~r, t) =
µ0

4π

Q

|~r − ~R(τ)| − [~r − ~R(τ)]~v(τ)
c

~v(τ) =
1

c2
ϕ(~r, t)~v(τ)

, wobei τ implizit gegeben ist über:

τ = t− |~r−~R(τ)|
c .

Die Felder folgen (wie immer bei Lorenz-Eichung) nach: ~E(~r, t) = − ∂
∂t
~A(~r, t)−grad(ϕ(~r, t)) , ~B(~r, t) = rot

(
~A(~r, t)

)
.

13



Theoretische Physik 2 - Elektrodynamik Prof. Lederer 2012 - 2013

Kovariante Formulierung der Maxwell-Gleichungen:

Zeit ist nicht absolut! c ist konstant! 4D-Raum zur Beschreibung:

 Zeit

O
rt

 .

Lorentz-Transformation: (Henrik Lorentz)
o.B.d.A. nur in x-Richtung: x′ = γ(x− vt), y′ = y, z′ = z, t′ = γ(−βc x+ t), γ = 1√

1−β2
, β = v

c .

Minkowski-Raum zur Beschreibung. (Hermann Minkowski)

Viererstrom: jµ =


cρ
jx
jy
jz

 ; Viererpotential: Aµ =


1
cϕ
Ax
Ay
Az

 , Ableitung: ∂µ = ∂
∂xµ =


1
c
∂
∂t
∂x
∂y
∂z

.
Kontinuitätsgleichung: ∂µj

µ = ∂µjµ = 0

Lorenz-Eichung: ∂µA
µ = ∂µAµ = 0

Wellengleichung: ∂ν∂
νAµ = µ0 j

µ

Feldstärketensor: Fµν = ∂µAν − ∂νAµ bzw. Fµν = ∂µAν − ∂νAµ - vollständig antisymmetrisch!

Damit lassen sich die Maxwellgleichungen wie folgt formulieren:
∂µF

µν = µ0j
ν inhomogene MWG

∂λFµν + ∂µFνλ + ∂νFλµ = 0 homogene MWG

Lorentz-Kraftdichte: fµ = Fµνjν

Energie-Impuls-Bilanz: fµ = −∂σTσµ

Energie-Impuls-Tensor: Tσµ = Tσµ = 1
µ0

[
gσλFµνFνλ + 1

4g
µσFντF

ντ
]

Lorentztransformation der Tensoren: F ′µν = LµσL
ν
τF

στ ; der Vektoren: jµ = Lµνj
ν

Die Felder transformieren dann: ~E ′ = γ
[
~E + ~v × ~B − γ−1

γ
~v
v2 [~v ~E]

]
~B ′ = γ

[
~B − ~v

c2 × ~E − γ−1
γ

~v
v2 [~v ~B]

]
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