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Fourierreihen (Fortsetzung): f~— 0 4+ Z {an cos < > + b, sin ( 7 ﬂ

2 [P 2 [P 2 b 2

7Z/a f(z)dz, anzz/a f(x)cos( ﬂnx) dz, neN bn:f/a f(x)sin( ﬂgmc) dz, neN.

komplex: [~ 3 A, 0% it A, — 1/bf(x o gy

p N = n ) n L "

2 1> Riemannsche
. 2 _ ago 2 _
Das Parseval’sche Theorem: / |f(z)|* dz = n;m |A, \ ( ) 3 z:: aZ 4+ b?) Zeta Funktlon
Z kz

Fourler-Transformatlonen

|f(z)| dz < oo muss absolut integrabel sein (< ,temperiert”), dann heifen:

— 00

1 > ;
T) = — F (k) e dk - Fourier-Integral,
f(=) %E_m() g
1 > .
Ff(x)|(k) = Nir f(x) e " dg - Spektral-Funktion
T J—oo (Fourier-Transformierte von f(x))
Orthogonalititsrelation: ;& [ da el*=K)7 = §(k — k')

Translation: .7 [f(z — x0)] = e~ *®0 .7 [f(x)]

[f(2)] reell

Ableitung: .# [ji} =ik Z[f(x)] F
flz) =—=f(—z) = ZF[f(x)] rein imaginir

f(x) reell: ZF[f(—x)] =.F*[f(x)] = {

1 [ .
&@:5/ ek dk

f@®) = fo e M = Flf@)k) = \/f%\ e%f; mit den Halbwertsbreiten At, Aw ergibt sich: At - Aw = 81n(2).

Flf(x) - F(2)](k Vﬁi/ dK ’G%—kﬁ:vi‘zédﬁﬂk—HUGwﬂ

= \/27 (¢gxG)(k) — Faltung von g und G, wobei g(k) = F[f(z)|(k), G(k) = F[F(2)](k).
Fouriertransformierte der Faltung: Ff(x) * F(z)|(k) =Vv2r G(k) g(k)
Parseval’sches Theorem: / dz |f(z)* = / dk |g(k")|?
(verallgemeinertes Parsevall’sches Theorem: .7 [f (x)F(z)]|(k) = \/% [ Ak g(K') Gk —K))
Charakteristiken-Methode:
0?® 9?® 9?® _
A— +B +C—— =0; Ansatz: ®(x,y) = f(p) mit p(z,y) = ax + by =

0x? 0xdy oy?
1. trivialer Fall: ®(z,y) = a(ax + by) + 8
> 0 : hyperbolisch
+ —\/ B2 — 4AC. Die DGL heikt wenn B2 — 4AC { = 0 : parabolisch
< 0 : elliptisch

B
20

= ®(z,y) = c1 f(p1) + c2 f(p2) = P1(x + A\1y) + Pa(x + A2y)!

2. pi = a(r + \y) mit Ay 5 =

i - ~z+ Ay — avanciert
Sei A\; > 0 und A2 < 0 = es heifien pi~T ALY an.r
P2 ~ T+ Aoy — retardiert
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Auferdem heifen die Randbedingungen:
Dirichlet ® auf jedem Randpunkt gegeben,

Neumann ‘g—f = nigrad (®) auf jedem Randpunkt gegeben,

Cauchy ¢ und g—f auf jedem Randpunkte gegeben.

Liegen die Randbedingungen auf den Charakteristiken (d—y = % + i\/ B2 —4AC = ,%/\1 /2), 80 ist dieses Problem
so nicht 16sbar!

(= d’Alembertsche Losung der Wellengleichung: ®(x,t) = 1[F(z — ct) + F(z + ct)] + 55 [
Randbedingung g%’t:o = G(2))

e
$+C ") dz’ mit der

Separationsansatz:

— k2

ellengleichun, . X// 1
Ansatz: ®(z,t) = X (v) - T(t) —retgleleb8, xm(o) T(t) — L X ()T =0 = =2

(= Losung der Wellengleichung: ®(x,t) = i{Akei(’m“’t) + Bpe'Fm et

T
T

Losung der Wellengleichung in 2D = Ansatz ®(r,¢,t) = R(r) ®' () T'(t) mit ®'(p) und T'(¢) harmonischen sin-cos-Verldufen;

2
2R d—RJF( -y )R=0

dann erhilt man die Bessel’sche DGL: r
dr2 dr

Separationsansatz 2:

Ansatz: y = 2 Z ap "
k=0
diesen der DGL (z.B.: y” 4+ w®y = 0) entsprechend oft ableiten,

einsetzen ( A(A = 1)aoz 2 + (A + DAarz* ™+ > (A +k+2) A+ k+ Darrz +w’ar) 2™ =0)
k=0
und nach gleichen x-Komponenten auftrennen, welche alle als Vorfaktor 0 haben miissen, da die DGL fiir alle z gilt;
dabei ergeben sich dann die Indexgleichung fiir ag # 0 ( A(A —1) =0 ), sowie andere Vorschriften (A(A+ 1)a; =0);
2
d ak )
A+Ek+2)A+E+1)
Durch Bestimmung von a, : Vn und Einsetzen in den Ansatz ldsst sich dann ein Ergebnis formulieren

insbesondere Rekursionsvorschriften ( agt2 = —

o0 _1 n n oo _1 n " )
(y1 = ((Qn))' (wz)®™ = ap cos(wz) A y2 = % Z ﬁ(wxﬁ = % sin(wz) ).
n=0 ’ n=0 :
~ s k
Die Gamma-Funktion: TI'(a) = / g lede ,a>0 o]
1 (2k)! .. T(a+1) ]
kganz =T(k+1)=k , T(k+ 5) k'22kﬁ ; fiir oo < 0 gelte: I'(a) = =<, g .
ilt i il N
Es gilt immer: T'(a)T(1 — o) = Sn(an)’ ;
fl (t) f2 (t) s fn (t) I'(z) im Reellen
ORI G IR )
Wronski-Determinante: W(fy,..., f,)(t) = ) . ) ) ,tel.
O A I £ )

Gilt W(f1,..., fn)(to) #0 fir ein to € I, so sind f1,..., f, linear unabhéngig.
Gilt W (f1,...., fn) =0 , so folgt nicht lineare Abhéngigkeit auf ganz I.
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Die Besselfunktion:

—1)7 427
Besselfunktion 1.Art der Ordung p:  J,( Z G TESES)) (2) .

Jyu () cos(mp) — J_H(x).

Besselfunktion 2.Art der Ordnung pu: N, (z) =

sin(mp)
(= ,Neumann-Funktion®)

Fiir ganze p = m € Z ergibt smh

. 2 T Ym+j+1) oz ml o pmA L) ay
Ny = lim N, = =1 Jm—ff , Ly _—pym (2 —1)) — , Ly2

o 7 “( ; g+1)F(m+y+1>(2) 072 G) ;f S G DT Cm 1D 2
d
r

mit der Digamma-Funktion ¢ (x) = %[ln(l“(m))] = dz?;r(:;)r)'

Besselfunktionen 3.Art der Ordnung u: Hl(tl) =J,+iN, H(Q) Ju —iN,.
(= ,Hankel-Funktion®)

Fundamentalsysteme fiir die Losung der Besselgleichung , die randbedingungsabhingig auszuwihlen sind:
(s Nids (T B3}, 4,0 DY, AN, HDY, AN, DY, (D DY

Kugelflichenfunktionen:

Die Separation der 3-dimensionalen Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten (AU(F) =0 = 52 (7"2 %17{) + m

2 (sin(0)2Y) + m 507 U) liefert iiber den Separationsansatz U(7) = R(r) ©(0) ®(p) folgendes Differentialglei-
chungssystem:

1 4(248) _qR=0

dr
2. sinl(ﬁ) a9 (Sln(ﬁ) (31%) + (Oé - sing(ﬂ)) ©=0
3. ¢ 1 3o =0 (a,8€R)
3. = ®(p) = Acos(mp) + Bsin(m¢) mit , B =m2.
da*p dP m?
2. = x:=cos(¥), P(z) := 0(0): (1—2%)— 2 -2z T + (a— .2 )JP=0 (,zugeordnete Legendre’sche DGL¥)

Fiir m = 0 ergibt sich mit einem Potenzreichenansatz (P(x) = Z arp 2™MF g #0):

P)\Zo(x) [1 + Zn 1( )n a(a—2- 3) (022 (2'n 2) (2n— 1))$2n}

pA=1<x>:aox[1+znzl< 1) (et (et emonot)on) gan
Sommerfeld’sche Polynom-Methode:
Da diese fir |z|] = 1 divergieren, wihlen wir « nun so, dass die unendliche Reihe abbricht:
A= 0: 1 = 2nmax mit [a =1(1+1), 1€N]|

A=11=2npax +1
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1/2
ala—2-3 a—2n—-2)2n—1
o) =0 1+ 31 )2 o =B En =) o
[1/2

nla—=1-2)(a=3-4)---(a—(2n—1)2n) ,,
x
(2n+1)!
(,Legendre-Polynome* / , Kugelfunktionen 1. Art*)

Py_i(z)=aox 1—1—2

Diese normiert man allgemein tiber P;(1) 21 und definiert:

(=1)2 2'[(§)1?

e wenn [ gerade (Py—o(x) konvergiert Vz): @Q;(z) = I

Py_1(x) (konvergiert Va : |z] < 1)

e wenn [ ungerade (Pr—1(x) konvergiert Vz): Q;(x) =

Py—o(x) (konvergiert Vz : |z| < 1)

Fiir m > 0 kann man iiber m-fache Ableitung der ,Legendre’schen DGL* (1 — z?) ‘3;1;
die Substitution y = (1—=x )m/ 247 P folgenden Zusammenhang finden:

%"‘OLP:O und

P"z)=(1-x )m/Qd—P

d m
Da die ,,Legendre’sche DGL* unabhéngig von +m oder —m die gleiche Lisung (multipliziert mit einem Vorfaktor)
liefert, definiert man: (1 —m)!
P (@) = (—1)™ P (z).

I+ m)!

Da P, ein Polynom [-ten Grades ist, gilt: —I <m </

1. = Die Substitution p = In(r) macht aus der ,Eulerschen homogenen Differentialgleichung®

#0240~ R0

eine mit konstanten Koeffizienten und liefert mit einem Potenzreihenansatz (nach Riicksubstitution):
R(r) = Cr' + Dy~ (1)

oo l
Bim
U(r,d, o)=Y Y. {(Almr + z+1> <clm cos(me) + Dy, sin(m<p)> (Elmle(cos(ﬂ)) +Fnglm(cos(19))>}
=0 m=—1
Orthogonalitét der Legendre-Reihen: /1 P™(z) P, (z) dox = 2 (k+m) ] mit « = cos(V), m € Z
g & © ) l k T 2%+ (k—m) ki ) = ) .

AuRerdem gilt: Py(x) = (=1)kPy(—2) :Vk € N\{0}

Man definiert mit einer Skalierung des Produkts von Azimut- und Polarwinkelanteil die Kugelflichenfunktionen:

Vm(0,p) = ()" [P () B cos(d) 7
Dabei gilt: Y79, 0) = (=)™ [V (9, 0)]"

T 27 * ,
Orthogonalitétsrelation: / sin(¥) dv de [Ylm(ﬁ, <p)] [Yl/m (9, (p)} = 0 Ot
0 0

2m

[e's) l g *
= f(¥9,9) :Z Z am Y7 (9, ) mit Qim :/0 sin(¥) dv ; de f(9,p) {Ylm(ﬁ,go)}

=0 m=—1
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Graphische Darstellung:
1. Polardiagramme: |Y;"™ (9, <p)|2 mit Betrag abhéngig von ¢ darstellen; durch Betrag unabhangig von .

2. Knotenlinien: Ny = [l — m] Breitenkreise, N, = m Meridiankreise; heifen ,tesserale Kugelflachenfunktionen®.



