Mathematisches

Menge Ansammlung beliebiger, unterscheidbarer Elemente M = {x|...}.
[Ohne Relation unter und mit doppelten Elementen; allgemeiner: Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre.]

e Gleichheit: A,B Mengen, A=B < Va(xe A< xeB)

o Teilmenge: A,B Mengen, Ac B < Vax(reA—>xeB)

e Durchschnitt: U Menge von Mengen A, NU ={z|VAeU :x € A}

e Vereinigung: U Menge von Mengen A, JU ={z|3AeU :x € A}

e Differenz: A,B Mengen, A\B = {z|[x € A]A[x ¢ B]} [B c A, so heiit B° = A\B Komplement von B in A].
o symmetrische Differenz: A,B Mengen, AAB =[A\B]U[B\A]=[AUB\[ANB]

o kartesisches Produkt: A; Mengen, i€ {1,...,n}, Ay x...xA,={(a1,...,a,)|Va;e A;:ie{l,...,n}}

e Potenzmenge: A endliche Menge, P(A) ist die Menge aller Teilmengen von A [IP(A)| = 211].
o Mdchtigkeit/ Kardinalitit: |M| die Anzahl der Elemente fiir endliche Mengen [e Np].

e Leere Menge: @ ={} [|@|=0].

Algebraische Struktur [kurz: Algebra| Ist ein Paar einer nichtleeren Tragermenge A und einer Familie von [endlichstel-
ligen] Verkniipfungen (f;) auf A : (A, (f)) .

e Typ/Signatur: Stelligkeit der Verkniipfungen.
o Homomorphismus: strukturtreue Abbildung ¢ : A - B zwischen Algebren A,B:
e(fa(@y,. .. zn)) = fB(p(21), .., o(2n))
- surjektiv: ¢ heifit Epimorphismus
- injektiv: ¢ heiit Monomorphismus
- B = A: ¢ heiit Endomorphismus
- ¢ bijektiv mit Umkehrfunktion auch Homomorphismus: ¢ heifit Isomorphismus
- ¢ Isomorphismus und Endomorphismus: ¢ heifit Automorphismus

e o-Algebra: Mengensystem A ¢ P(Q) [Q Grundmenge] mit:
QeAd |, AcA=>A=NAeA |, AjeA:VieN=>U,nwAncA

Gruppe Eine Menge G mit zweistelliger Verkniipfung * auf ihr und Einselement e, sowie dem Inversen a™! zu jedem a:
(G,*,71,e) ; welche folgende Relationen erfiillt: [Signatur: (2,1,0)]

Ya,b,ceG,3a eeG, [axb]xc=ax[bxcleG, axe=e*xa=a, ara‘=alxa=e.

e abelsch/kommutativ: gilt zusdtzlich a * b=b* a [sonst nicht-abelsch/nicht-kommutativ].
e Mdchtigkeit/ Ordnung: |M| die Anzahl der Elemente fiir endliche Mengen.

Halbgruppe Eine Menge S mit innerer zweistelliger Verkniipfung: (S, %) ; welche folgende Relation erfiillt:
Va,b,ceS, [axbl*c=ax[bxc]eS

Ring Eine Menge R mit zwei inneren bindren Verkniipfungen +, - heifit Ring: (R, +, -,
(R,+,—-,0) ist eine abelsche Gruppe, (R,-) ist eine Halbgruppe, Va,b,c € R :
[a+b]-c=a-c+b-c.

0,-) ; falls:
a-[b+c]=a-b+a-c ,

Das Nullelement 0 des Ringes ist das Nullelement von (R, +,-,0).

kommutativ: wenn R beziiglich - kommutativ ist.

unitirer Ring: (R,-,1) hat ein Einselement 1 = (R, +,-,0,-,1).
Schiefkérper: (R\{0},-,7%,1) eine Gruppe = (R, +,—,0,,7,1).
Kérper: (R\{0},-,7%,1) eine abelsche Gruppe = (R, +,—,0,-,7*,1).
e Unterring: (U,+,—,0,-) mit U € R nichtleer und wieder ein Ring.

Halbring Eine Menge H mit zwei inneren bindren Verkniipfungen +, - heifit Halbring: (H,+,-) , falls:
(H,+) ist eine abelsche Halbgruppe, (H,-) eine Halbgruppe, Va,b,ce€ H : a-[b+c] =a-b+a-c , [a+b]-c=a-c+b-c.
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Raum Eine Menge ausgewahlter mathematischen Objekte, die als Punkte behandelt werden, mit bestimmten Verkniip-
fungen zwischen diesen Punkten.
e Vektorraum: V Menge, (K, +,-,0,-,"1,1) Korper, (V,®,0,®,0,2 ,®) , wobei:
(V,®,0,®) ist abelsche Gruppe, VYu,veV, Va,B¢€K : ao[fov]=[a-Blov eV,
aoudv]=acoud®fov eV, [a+B]lov=acvefov eV, lov=v.
e Halbraum: V Vektorraum, A:V — R Linearform, 8 e R: {v e V|\(v) > 3} abgeschlossener ;
{veV|X(v) > B} offener
e Prihilbertraum: komplexer Vektorraum H mit Skalarprodukt (-,-).

e Hilbertraum: H ein Prahilbertraum, der vollstdndig beziiglich der durch das Skalarprodukt induzierten Norm
ist.

Familie Seien X,I beliebige Mengen, so ist eine Familie von Elementen in X indiziert durch I gleich einer Funktion
x: I - X; man schreibt {x; }ie;.

Verkniipfung f n-stellig auf M ist eine eindeutige Abbildung: f:M" - M

Determinante Ist eine Abbildung aus Mat(n,n,K) € (V,®,0,0,0,2 ,®) x (V,8,0,0,0,2 ,®) auf den Kérper
(K,+,-,0,-,"1 1) mit folgenden Eigenschaften:

1) multilinear, ViyeoosUp,wWeV, reK
det(vl,...,vi_l,viEBw,vi+1,...,vn) :det(vl,...,vi_l,vi,viﬂ,...,vn)+det(vl,...,vi_l,w,v“l,...,vn)
det(v1,. .., 021, 7 O U, Vi1, - -, Un) =7 -det(v1, ..., Vo1, Vi, Vigl, - ooy Un)
2) alternierend, V1, ., op €V i je{l,...,n}i%j
det(vlv'"7vi717viavi+17“~7Ujflavi7vj+17"',vn) :0
3) normiert. det(L,xn) =1
o det(vl,...,vi_1,©,vi+1,...,vn) =0
L4 det(vl,...,Ui_l,vi,viﬂ,...,vj_l,vj,vj+1,...,vn) = —det(vl,...,vi_l,vj,viJ,l,...,vj_l,vi,vj+1,...,vn)
o det(vi,..., 01,05, Vis1, ..., Un) = det(vi, ..., 021,0; ® T OV}, Vig1,...,Un) [i # 7]

e Laplace-Spaltenentwicklung [A € Mat(n,n, K), Afj” € Mat(n-1,n-1, K) ist die Matrix A ohne die i-te
Zeile und j-te Spalte und j € {1,...,n} wird frei gewahlt .]:
det(A) = Y (-1)" ay; det(AZ"
i=1

ij

det(A© B) =det(A) - det(B) det(AT) = det(A) det(AQ) = det(A)™!

Benennungen

e GL,(K): die allgemeine lineare Gruppe von Grad n tber dem Korper K ist die Gruppe aller reguléren
[invertierbaren] n x n-Matrizen iiber K.

e SL,(K): die spezielle lineare Gruppe [auch unimodulare] vom Grad n iiber dem Kérper K ist die Gruppe
aller n x n-Matrizen, deren Determinante 1 betragt.

e O(n) : die orthogonale Gruppe vom Grad n ist die Gruppe der orthogonalen [quadratischen, reellen Matrizen,
deren Zeilen- und Spaltenvektoren paarweise orthonormal zueinander sind] n x n-Matrizen.

e SO(n) : die spzeielle orthogonale Gruppe vom Grad n ist die Gruppe der orthogonalen n x n-Matrizen, deren
Determinante 1 betragt.

e U(n) : die unitire Gruppe von Grad n iiber einem Hilbertraum # ist die Gruppe aller unitéiren [UUT = 1]
n x n-Matrizen.

e SU(n) : die spezielle unitire Gruppe von Grad n iiber einem Hilbertraum # ist die Gruppe aller unitéren
n x n-Matrizen, deren Determinante 1 betragt.
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Landau-Symbole : reR,aeR
e feox(g): asymptotisch gegen g vernachlissigbar: lim fgxg =0
z—a | g(x
e fe0O(g): asymptotische obere Schranke: limsup < 00
z~a | 9(2)
e fe0O(g): asymptotisch scharfe Schranke: 0 < liminf @) < limsup f(z) < o0
wva | g(@) |7 ema |g(@)




