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Vierernotation: [griechisch € {1,2,3}; lateinisch € {1,2,3,4}]
Index unten = , Form*® , Index oben = ,Vektor , Summation nur iiber Indizes oben und unten.
r=a'e; , eep=mp , ab=a'b; :aibi = nika’t® =n'*a;by , a+b:ab=0<alb, a*0:a=X<alb
g:(x,y7z,c~t) ’ i:(jzvjyvjzvcp) (A A Az, c)

87,_ o <:>(8wzl81/7azacat) U :diag(151717_1)a 81:,',]7,]8j’ FZ] :nimnjnan7
elektr.-magnet. Felder: F'9 = 9 A1 — 97 At [mit 2 = 0, g+ - _%SWFV“], Kontinuitétsgleichung: ;5" = 0

C
Maxwell: 9;F% = pgj? ,  9; LM F,=0. . . . . .
! H ‘2 e¥* yollstindig antisymmetrisch, €234 = 1.

Fis

Energie-Impuls-Tensor: T = #—ZF““ij + o Fu P , 0,7 = j*F)

Inertialsystem: Ein System, in dem sich kréaftefreie Kérper geradlinig, gleichférmig bewegen.

Relativitatsprinzip: Fithrt man identische Experimente in unterschiedlichen Inertialsystemen durch, so erhélt man
identische Ergebnisse.

Das Linienelement des euklidischen Raums in kartesischen Koordinaten: dS? = dz? + dy? + dz? ; dies ist

verschiebungs- und drehinvariant [dz? = [dz]? # d[z?]].

In jedem Inertialsystem ist die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit c=299792458ms™! . [per Definition!]

Raumgzeit: 4-dimensionaler Raum [Inertialsystem ¥ mit (x,y, z,¢-t)]; ein Punkt darin heifit Ereignis; alle Ereignisse

eines Teilchens [Massenpunkt, Photon, Beobachter] auf einer Kurve bilden eine Weltlinie. det _ ¢
dz ~ Vi

Linienelement des Minkowski-Raumes: ds? = da? + dy? + d2? - 2 dt?

Es gilt: ds?=ds? und somit s152 =[Az]? + [Ay) + [A2] - A[AL] = [A2'] + [AY' P + [A2] - A[AC]P= 8y

<> Der Abstand zweier Ereignisse ist in allen Inertialsystemen gleich [Lorentz-invariant].

Der Abstand zweier Ereignisse o' und 22 heifit: s15% < 0 - zeitartig = 3 System X’ : Abstand S}, = 0
5122 = 0 - lichtartig
5122 > 0 - raumartig = 3 System X' : Zeitunterschied ¢}, = 0
c-t
Bereich I - Zukunft ; Bereich 17 - Vergangenheit ; Weltliniericne
Bereich 111 - kausal unabhéngig. I
Vergangenheit und Zukunft sind in allen Inertialsystemen kausal/temporar ITr
- 45°
gleich. T
Die Weltlinie eines Teilchens [mit Ruhemasse] liegt immer innerhalb des Licht- II
kegels [bezogen auf jeden Punkt P [Ereignis| der Weltlinie].
/ 2
Eigenzeit 7: dS"? = 0 = ds? = —c?dr? ,dr=1/1- U—2 dt [=m-m= ft? - Z—z dt <ty -t
— c
Zeitdilatation)]
Lorentz-Transformation: Nk = diag(1,1,1,-1)
' = km +d" o 2'= Trax , kainL]; = Nmn

[TLo € O(3,1) Lorentz- , Ty, 4 € R*® % O(3,1) Poincaré-Gruppe ; zeitliche Drehung ~ sinh(¥), cosh(¥) £ linearer Bewegung.|

x-vt Ct -2
»Echt raumzeitliche Drehungen® heifen auch Lorentz boosts. Fiir ¢ = (v,0,0) gilt dann: 2’ = - t' = -
11— L 722
012
Lorentz-Kontraktion: l=1Ilp\/1- [f] [nur entlang Bewegungsrichtung! — V' = Vo/1 - [2]?]
c V1 + v —
Addition von Geschwindigkeiten: V149 = % . Volumen
1+ ijlvg

Raumartige Vektoren: aa >0 | zeitartige Vektoren: aa <0 , lichtartige Vektoren: aa =0 ;
Lorentztransformation: a” = L}calc


http://www.google.de/

Relativistische Physik Prof. Dr. R. Meinel 2013 - 2014

da?

dT) \/1— v \/1— v
Eigenzeit 7: d7 =1/1 ”2 2 dt

Parameterdarstellung: z*(7) ; Vierergeschwindigkeit: (u’) = (

g

Mechanik von Teilchen: Eigenzeit 7, Weltlinie 2’(7), Geschwindigkeit u'(7) = dx [nixuiu® = —c?], Beschleunigung
T

o d2g , ) ) . )

a' = d—a; [nixa’u® = 0], Ruhemasse mg [Photon: mg = 0], Kraft f* = mga’, Impuls p' = mou’.
-
Ruheenergie Ey = mgc?, kinetische Energie T = mc? - Eg, E? = mic! + p?c? = m?c? [m = 1m[0v ]2].

de Broglie: Pt = hk® .
Hydrodynamik:

Massendichte p, Kraftdichte 15, Druck p, Energie-Impuls-Tensor T, Energiedichte w, Impulsdichte §, Energiestromdichte S ,
Spannungstensor & [= [-1] - Impulsstromdichte]:

> -
Tzk I:ﬂ + 7]uluk +pnzk _ g cg
15w

Energicbilanz: T*" ,, = k* | Impulsbilanz: T°",, = k* ;

w+pdv 18p:|4 i

Lt
die relativistische Eulergleich ibt sich so zu: +grad Tea |7
ie relativistische Eulergleichung ergibt sich so zu 2 dt grad(p) + [ c 2ot v

In einem relativ zu ¥ beliebig beschleunigten System X’ gilt: [ms - schwere Masse, my - trage Masse]

. 2 o — . — — 5
myt’ :msg_dedtgo —2mpQx T —mrQx (A x 7)) —-mpQ x 7.

Kgoriolis K7zentrifugal

Erfahrung: mr = mg ; also auch Gravitation wesensgleich zu Trégheitskréiften. Tragheitskrafte konnen aber weg-
transformiert werden [mitbewegtes Inertialsystem z.B.], Gravitationskréfte in kleinen Bereichen auch [mitbewegtes
Inertialsystem; nur lokall] = Wegtransformation® der Gravitation iiberall durch gekriimmte Raum-Zeit [pseudo-
Riemannscher Raum).

Riemann’sche Geometrie:

Metrischer Tensor / Metrik: Jik , mit ds? = g;, da® do®, gix = gri, det(gin) 20 [= 3¢" : g7 gjx = 61].
Koordinatentransformation' 2’ = 2" (27) v dann: [22 bs' 9z _ = 7]
’ ' dx'™ dxI
dz' = x/m —da'™ dz'™ = 83:] dxj ds? = g;, da? da® = ¢/, dz™ da'™
ozt oz
Imn = o Horw Gi
) ax/i
Vektortransformation: A" = D07 Al [transformiert wie Koordinatendifferentiale; 7 Koordinatenvektor!].
x
S0z o’k L ;
[2-stufiger] Tensor: Ak = —— A A= gu AR, Au = gijgn AT Al = g AT AL = Sz,i Aj, Al gfi §;ik Ajl

Oz Ox!
Skalarprodukt: A;B' = ¢;,A'BF = A'B; = ALB"

Theorie invariant gegeniiber beliebigen Koordinatentransformationen; sie heifit kovariant.

Lokal nichtrotierende Systeme [ohne Tragheitskréfte] sind fest gegeniiber dem Fixsternhimmel [,Mach’sches Prinzip“].
Koordinatensysteme mit g, = iy, nennen wir kurz ,Inertialsystem®. [Bigentlich zusétalich kartesische Koordinaten nétig.]

Im Allgemeinen [gekriimmte Raum-Zeit] kann man jedoch nur ¢pmpn = Pmn  in einem Punkt P erreichen [unter der
Annahme einer Lorentz-Mannigfaltigkeit = Signatur (+, +, +,—)|; das System heifit ,lokales Minkowski-System*.

Verschwindet zusatzlich der lineare Term im Punkt P [gixym (P) = 0], 80 gilt  gmn = Mmn  in einer Umgebung von P;
dieses System heifit lokales Inertialsystem®.

= dort wie Minkowski-Raum mit speziell-relativistischen Gesetzen. [, Aquivalenzprinzip“|
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ab...

Kovariante Ableitung eines Tensors D ”l =T = v;T% ist ein Tensor, der im lokalen Inertialsystem mit der

ollen. Abloi - - . .
partiellen Ableitung tibereinstimmt Christoffel-Symbole: ¢, = %gam [Gmb.c + Gme.s — Goem)]

— a — a a mn — n a — a a m m a m a -
[f;a - f,a ) T;m - T,m + anT ’ Ta%m - Ta,m - Paan ) Tbc;d - Tbc,d + deTbc - demc - chTbm v Yabyi = 0 ]

.. . =T,
Ubertragungsvorschrift von spezieller zu allgemeiner Relativitatstheorie: ¢ ‘

Man formuliere ein Gesetz lorentzinvariant in einem Inertialsystem und ersetze partielle durch kovariante

) Ableitungen, sowie 7, durch g;x. )
[Aquivalenz- und Kovarianzprinzip automatisch erfiillt; bei hoheren kovarianten Ableitungen kommt es auf die Reihenfolge an — Ubergang
nicht eindeutig!]
— Du’

Mechanik: mgu; = fi , mit ot = 5 = ufnu” und der Eigenzeit 7 lgix dz® dzF = —c? d72, nur fiir zeitartige Teilchen].
. i . . o . D [dz™ d2z™ dz’ dz*
Fir f* =0 [keine nicht-gravitative Kraft] folgt: DX [ o ] =pe t g a =0

, wobei %\i der Tangentenvektor an die Bahn 2?()\) ist = dieser ist konstant / wird nur parallel
verschoben [ , geradeste Kurve“ /  Geodétische®].

>0 - raumartig

Lagrange-Funktion L, F = L? = F = gik%\ddi/\ = const. auf den Geodatischen; F'{ =0 - lichtartig
[Vergehende Eigenzeit At auf Geodéte von Punkt A nach B maximal gegeniiber anderen.] <0 - zeitartig

Auf der Geoditen gilt [nach Lagrange IL]: 4+ -2 _ 9F _

dr 8% T Bt

Elektrodynamik: Fonsa + Frasm + Famn =0 , For=pog™ . [Vakuum]
Hydrodynamik: Ohne duflere, nicht-gravitative Kraftdichte: T =0 , T = [u + %] u'uP + pgik
’ c

Dies ist analog [mit hl' = g* + c%u”uz] o+ [+ C%]uk;k und [+ &]a" +h™"p; =0
Einsteinsche Feldgleichungen: [rein gravitativ!]
K= 871'654 B ramq,s g * Ty — T I",s - Riemannscher Kriimmungstensor , R, = R%;, -
Ricci-Tensor , R=R', - Ricci-Skalar , Gy, = R — %R gir - Einsteintensor:

Gik = k Ti,

[ Rik =k [Tik - %Tgik], T=T%]

In einem geeigneten Grenzfall fithren sie auf die Poissongleichung AU = 47Gpu; T = T* [Drehimpulserhaltung], Tik; & =05
partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung mit héchstens linearem Term in héchster Ordnung fir g;.

Der Krimmungstensor verschwindet genau dann, wenn die Raumzeit flach ist [nach Transformation] <> ein
wegunabhéngiger Paralleltransport von Vektoren vorliegt < die Vertauschbarkeit kovarianter Ableitungen gilt <
die geodétische Abweichung verschwindet

[= fiir Staub [Druck = 0]: @* =0, [pu*]., =0 ; im Vakuum: R; =0.]
Newton’scher Grenzfall:  grin = mn + fran  [fmn klein, hochstens linear in Koordinaten], zeitlich langsame Verdnderungen
[Ableitungen .4 ~ 0] , u? % c und T* ~ puc? [ - Massendichte] dominierend [v < ¢, bzw. kinetische klein gegen Ruheenergie!].
Ram{m = %nas [fsn,mb + fmb,sn - fmn,bs - fsb,mn] + O([fij,kl]Q)
faa
—
Aus Einsteingleichungen =  Ry-= %n,ucQ , Ry4 = —%A faa = ga=- —c%

I = e (570;9). det(g) =T M@) = an = L[ =gan]
Ramqum = [D37 Dq] A® ) Ronkt = —Rumkt = —Rmnik = Rrimn

Schwarzschild-Losung:

allgemeine, kugelsymmetrische Losung der Vakuum-FEinstein-Gleichungen [in entsprechenden Koordinaten].

Als allgemeinster Ansatz ds? = AT ) 402 4 42 [d192 +sin?(9) d<p2] _ov(mt) 2 g2

-1
Unter Verwendung der Vakuum-Einsteingleichungen lésst sich zeigen [0(r) = v(r,t) — f(t), dt = eaf () dt]:
ds? = M) 2 4 42 [d192 +sin?(19) d(pz] —e(7) 242
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l/:e_)\:]_ T.S

Und weiter: e - — [Schwarzschildradius rg, t-Abhéngigkeit von v in Koordinaten wegtransformiert.]
r
. . .. 2 dr? 2 2 .2 2 s | 2 5,2 1 s
Somit ergeben sich das Linienelement ds” = =+ [dﬁ +sin®(9) dp ] -|1-—=|c°dt* , '), =——"—
-2 T 2r[r-rs]
2
1
) F122 =[rs-r] , F133 =[rs-r] Sinz(ﬁ) ) 1—‘144 = - [1 - Tﬁ] ) 1ﬂ212 = I‘233 = —sin(¥) cos(d)
2r(r-rs] r r
1 rg 2GM 4 m?
MPa.==, Tyu=cot(¥) , TH,=—=2-+— . = , G=6,67384-107" —
13= 23 (V) T P rs 2 kg s?

Fiir > rg geht das Linienelement in das des Minkowski-Raumes iiber = die Raumzeit heifit ,,asymptotisch flach®

Birkhoff-Theorem: Jede kugelsymmetrische Vakuumlosung ist [bei geeigneter Koordinatenwahl] unabhéngig von t¢.
Solange t eine zeitartige Variable ist, heifit die Raumzeit dann ,statisch®

Klassische Effekte der ART:
- Periheldrehung [Perihel = Sonnennéchster Punkt der Umlaufbahn um die Sonne; 75 sonne ® 3km, mpianes < Msonnel:

2
0.B.d.A. 9 =7 =const. = vereinfachte Lagrangefunktion [auf Geodéten!] F' = L [g]2+r2 [d—“"f— [1 - T—S] [d[Ct]]

1- dr dr T Tdr

; ¢ und ct sind zyklische Koordinaten = A =[1-12] % [Energle) - B 7"23—“0 [Rrehimpuls] i) d Konstanten.
T T cmo T mo
Uber wiu; =-c? ergibt sich [p:= %, 12 %} P+ p= %—Af + 3€—2Mp2 [dies ist iterativ 16sbar!]. ENVAVS
In erster Naherung gilt p = %Af [1 +ecos([1- 3522]% : ]<p)] , was einer Drehung mit einer Periode
grofler 27 entspricht [um wieder pmin zu erreichen]:
Ao - 6mGM B2
= call -e?] o= GM[l—sQ]}
- Lichtablenkung:
i k P
Analog mit gik%% =0 ergibt sich [p:= %, 1L %] pl+p= ‘Sf—QMpZ [dies ist iterativ 16sbar!].
1 GM]|1 + cos 2
In erster Naherung ergibt sich p = D sin(p) + [ D2 ()] , was fiir p =0 [r = £oo] eine Winkeldifferenz von
c
AGM .
Ap=7+ %) ergibt [D - minimaler Abstand von raumkriimmender Masse; ohne Raumkriimmung Ay = 7).
c
- Gravitative Rotverschiebung:
Fiir 2 ruhende Punkte ergibt sich die Frequenz periodischer Vorgéinge im Schwarzschild-Fall zu  v; = —2¢ , wWas

fir ro>7r; >rg bedeutet: 13 >1v9 <« Rotverschiebung [Sender Pi, Empfinger Ps]. (Gilt auch Kehrt!]
ilt auch umgekehrt!

Kugelsymmetrisches Sternmodell:

Als statische [zeitunabhingige| Losung der Einsteingleichungen im Schwarzschildfall fiir eine Fliissigkeit [Druck p,
Massendichte p] ergibt sich mit m(r) = fOT 4772 d7  und dem stetigen Anschluss an den AuBenraum die Tolman-

dp _ Gm [ p ] [1+4m~3p] [1_ 2Gm]-1

Oppenheimer-Volkoft-Gleichung: 3 —5H |1+ = 5 >
r r c c2r

puc?
Mit p=p(p) bis auf 1 Konstante alles bestimmt [z.B. Zentraldruck p¢].

Schwarze Locher in Schwarzschild-Néherung:

Mit Eddington-Finkelstein-Koordinaten [r=rd =9, o =@, v=ct+r+rg ln( % - 1‘)] ergibt sich das Linienelement zu

ds? = 2dr dv + r2[d9? + sin?(9) dp?] - [1 - 775] dv? |
fiir alle r € R* regular.
Bei r=rg ist eine Nullhyperfliche [fiir Hyperfliche f(z*) = 0 gilt, dass der Normalenvektor n’ = gxﬁ lichtartig [n'n; = 0]
ist], weshalb der Normalenvektor n' gleichzeitig tangential ist und beim Fortschreiten entlang der Nullhyperflache
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[dz?® o< n?] gilt also ds? = gip dz? da® oc gpnin® =0
Die Zukunftslichtkegel liegen alle auf einer Seite der Nullhyperfliche und tangieren sie. D.h. in die Zukunft gerichtete
Weltlinien kénnen die Nullhyperfliche nur in einer Richtung durchqueren.

Ereignishorizont: Der Rand eines Raumzeit-Bereichs, aus dem keine in die Zukunft gerichteten zeit- oder lichtartigen
Weltlinien ins rdumlich Unendliche gelangen konnen.

Fir f=r-rs=0 gilt n; d =(1,0,0,0) und ¢''=0 [= ds?=0]; die Nullhyperfliiche ist der Ereignishorizont,
dieser ist rdumlich beschréankt. Berelch r<rg heifit ,schwarzes Loch*

Radiale Nullgeoditen: o = const. , ¢ =const. ,somit ds?=2dr dv- [1 - TTS] dv? . Die Losungen sind v = const.,

v=2r+2rg ln( TTS

) +const. [, 7 =rg = const.].

Fir t=** | einer im gesamten Bereich zeitartigen Koordinate, ergeben sich radial folgende Verldufe:

ct

0 rs

Rotierende, ungeladene schwarze Locher [Kerr-Losung, G=c=1, J = |J|, J || ., 2" =7, 2> =9, 2° = ¢, 2* =1, rg = 2M]:

2
e v A QR S L 2 2M7 _ RER
ds® = oot G dr* + [r + 573 COS (19)] dy +H1+ r272M7’+]‘(T220052(19):| [r IMr + ]sm ()

4J%r? sin4(19) ]:|d302 -9 2JTsin2(19) d(p dt - [1 _ 2Mr :IdtQ
Ttz

B [r2+];/7722 0052(19)][7"2—21Wr+1‘5722 cos? () 24 2 cos? (9) 7‘2+J‘V1722 cos2 ()

Diese Metrik ist asymptotisch flach, stationir [Koeffizienten unabhéngig von ¢] und axialsymmetrisch [K. u. v. ¢].
Fiir J =0 ergibt sich die Schwarzschild-Metrik.

9=0

Fiir 0 <|.J| < M? ist der Ereignishorizont bei 7, = M ++/M?2 - 2%
[Nullhyperfliche; dort g11 = oo - Koordinatensingularitit],

fir r=0 [J=7F] gibt es eine echte Singularitit und

bei ro=M + \/M2 MQ (3052(19) gilt ggq = 0.
In der Ergosphére [r, <7 < rq] ist ¢ weiterhin dle zeitartige Koordinate;
¢ = const. ist hier nicht moglich, es gilt  J4~ ‘D >0 [,Mitfiihrungsef-

fekt*].
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