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Vierernotation: [griechisch ∈ {1,2,3}; lateinisch ∈ {1,2,3,4}]

Index unten ⇒ „Form“ , Index oben ⇒ „Vektor“ , Summation nur über Indizes oben und unten.
r = xiei , eiek = ηik , a b = aibi = aibi = ηikaibk = ηikaibk , a ≠ b ∶ a b = 0⇔ a ⊥ b , a ≠ 0 ∶ a = λb⇔ a ∥ b.
x = (x, y, z, c ⋅ t) , j = (jx, jy, jz, cρ), A = (Ax,Ay,Az, ϕc ),

∂i = ∂
∂xi
⇔ (∂x, ∂y, ∂z, 1

c
∂t), ηij = diag(1,1,1,−1), ∂i = ηij∂j , Fij = ηimηjnFmn,

elektr.-magnet. Felder: F ij = ∂iAj − ∂jAi [mit E
µ

c
= Fµ0, Bµ = −1

2
εµνκF νκ], Kontinuitätsgleichung: ∂iji = 0,

Maxwell: ∂iF ij = µ0j
j , ∂i

1
2ε
ijklFkl

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
F̃ ij

= 0 .
εijkl vollständig antisymmetrisch, ε1234 = 1.

Energie-Impuls-Tensor: T ij = 1
µ0
F ikF kjk + 1

4µ0
ηijFklF

lk , ∂iT
ij = jkF jk .

Inertialsystem: Ein System, in dem sich kräftefreie Körper geradlinig, gleichförmig bewegen.
Relativitätsprinzip: Führt man identische Experimente in unterschiedlichen Inertialsystemen durch, so erhält man

identische Ergebnisse.
Das Linienelement des euklidischen Raums in kartesischen Koordinaten: dS2 = dx2 + dy2 + dz2 ; dies ist
verschiebungs- und drehinvariant [dx2 = [dx]2 ≠ d[x2]].
In jedem Inertialsystem ist die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit c = 299 792 458m s−1 . [per Definition!]

Raumzeit: 4-dimensionaler Raum [Inertialsystem Σ mit (x, y, z, c ⋅ t)]; ein Punkt darin heißt Ereignis; alle Ereignisse
eines Teilchens [Massenpunkt, Photon, Beobachter] auf einer Kurve bilden eine Weltlinie. dct

dx = c
Vx

Linienelement des Minkowski-Raumes: ds2 = dx2 + dy2 + dz2 − c2 dt2 .
Es gilt: ds2 = ds′2 und somit s12

2 =[∆x]2 + [∆y]2 + [∆z]2 − c2[∆t]2 = [∆x′]2 + [∆y′]2 + [∆z′]2 − c2[∆t′]2= s′12
2 .

⇔ Der Abstand zweier Ereignisse ist in allen Inertialsystemen gleich [Lorentz-invariant].
Der Abstand zweier Ereignisse x1 und x2 heißt: s12

2 < 0 - zeitartig ⇒ ∃ System Σ′ ∶ Abstand S′12 = 0
s12

2 = 0 - lichtartig
s12

2 > 0 - raumartig ⇒ ∃ System Σ′ ∶ Zeitunterschied t′12 = 0

I

II

III

x

c ⋅ t
WeltlinieLicht

45°

Bereich I - Zukunft ; Bereich II - Vergangenheit ;

Bereich III - kausal unabhängig.
Vergangenheit und Zukunft sind in allen Inertialsystemen kausal/temporär
gleich.

Die Weltlinie eines Teilchens [mit Ruhemasse] liegt immer innerhalb des Licht-
kegels [bezogen auf jeden Punkt P [Ereignis] der Weltlinie].

Eigenzeit τ : dS′2 = 0 ⇒ ds2 = −c2 dτ2 , dτ =
√

1 − v
2

c2
dt [⇒ τ2 − τ1 = ∫

t2
t1

√
1 − v2

c2 dt ≤ t2 − t1
Zeitdilatation]

Lorentz-Transformation: ηik = diag(1,1,1,−1)

x′i = Likxk + di ⇔ x′ = TL,d x , ηikL
i
mL

k
n = ηmn

[TL,0 ∈ O(3,1) Lorentz- , TL,d ∈ R1,3
⋊O(3,1) Poincaré-Gruppe ; zeitliche Drehung ∼ sinh(Ψ), cosh(Ψ)

∧
= linearer Bewegung.]

„Echt raumzeitliche Drehungen“ heißen auch Lorentz boosts. Für v⃗ = (v,0,0) gilt dann: x′ = x − vt
√

1 − v2

c2

, ct′ =
ct − v

c
x

√
1 − v2

c2

.

Lorentz-Kontraktion: l = l0

√
1 − [v

c
]
2

[nur entlang Bewegungsrichtung! → V
®

Volumen

= V0
√

1 − [ v
c
]2]

Addition von Geschwindigkeiten: v1+2 =
v1 + v2

1 + 1
c2 v1v2

.

Raumartige Vektoren: aa > 0 , zeitartige Vektoren: aa < 0 , lichtartige Vektoren: aa = 0 ;
Lorentztransformation: a′i = Likak .
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Parameterdarstellung: xi(τ) ; Vierergeschwindigkeit: (ui) = (dxi
dτ

) =
⎛
⎜
⎝

v⃗
√

1 − [ v
c
]2
,

c
√

1 − [v
c
]2

⎞
⎟
⎠

Eigenzeit τ : dτ =
√

1 − v2

c

2 dt

Mechanik von Teilchen: Eigenzeit τ , Weltlinie xi(τ), Geschwindigkeit ui(τ) = dxi
dτ

[ηikuiuk = −c2], Beschleunigung

ai = d2xi

dτ2 [ηikaiuk = 0], Ruhemasse m0 [Photon: m0 = 0], Kraft f i =m0a
i, Impuls pi =m0u

i.

Ruheenergie E0 =m0c
2, kinetische Energie T =mc2 −E0, E2 =m2

0c
4 + p⃗2c2 =m2c4 [m =

m0√
1−[ v

c
]2 ].

de Broglie: pi = h̵ki .

Hydrodynamik:
Massendichte µ, Kraftdichte k⃗, Druck p, Energie-Impuls-Tensor T ik, Energiedichte w, Impulsdichte g⃗, Energiestromdichte S⃗,
Spannungstensor ←→σ [= [−1] ⋅ Impulsstromdichte]:

T ik = [µ +
p

c2 ]uiuk + pηik =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−
←→σ cg⃗

1
c
S⃗ w

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

Energiebilanz: T 4n,n = k
4 , Impulsbilanz: Tαn,n = kα ;

die relativistische Eulergleichung ergibt sich so zu: w + p

c2
dv⃗
dt

+ grad(p) + [
k4

c
+

1
c2
∂p

∂t
] v⃗ = k⃗ .

In einem relativ zu Σ beliebig beschleunigten System Σ′ gilt: [mS - schwere Masse, mT - träge Masse]

mT
¨⃗r ′ =mS g⃗ −mT

d2r⃗0
dt2 − 2mT Ω⃗ × ˙⃗r ′

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
KCoriolis

−mT Ω⃗ × (Ω⃗ × r⃗ ′)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

KZentrifugal

−mT
˙⃗Ω × r⃗ ′.

Erfahrung: mT = mS ; also auch Gravitation wesensgleich zu Trägheitskräften. Trägheitskräfte können aber weg-
transformiert werden [mitbewegtes Inertialsystem z.B.], Gravitationskräfte in kleinen Bereichen auch [mitbewegtes
Inertialsystem; nur lokal!] ⇒ „Wegtransformation“ der Gravitation überall durch gekrümmte Raum-Zeit [pseudo-
Riemannscher Raum].
Riemann’sche Geometrie:
Metrischer Tensor / Metrik: gik , mit ds2 = gik dxi dxk, gik = gki, det(gik) ≠ 0 [⇒ ∃gij ∶ gijgjk = δ

i
k].

Koordinatentransformation: x′i = x′i(xj) mit det(∂x
′i

∂xj
) ≠ 0 , dann: [ ∂x

i

∂x′m
∂x′m

∂xj
= δij ]

dxi = ∂xi

∂x′m
dx′m dx′m = ∂x′m

∂xj
dxj ds2 = gik dxi dxk = g′mn dx′m dx′n

g′mn = ∂xi

∂x′m
∂xj

∂x′n
gij

Vektortransformation: A′i = ∂x
′i

∂xj
Aj [transformiert wie Koordinatendifferentiale; ∄ Koordinatenvektor!].

[2-stufiger] Tensor: A′ik = ∂x
′i

∂xj
∂x′k

∂xl
Ajl . [Ai = gikAk, Aik = gijgklAjl,Aik = gklAil,A′

i =
∂xj

∂x′i
Aj , A′

ik =
∂xj

∂x′i
∂xl

∂x′k
Ajl]

Skalarprodukt: AiB
i = gikAiBk = AiBi = A′

iB
′i

Theorie invariant gegenüber beliebigen Koordinatentransformationen; sie heißt kovariant.
Lokal nichtrotierende Systeme [ohne Trägheitskräfte] sind fest gegenüber dem Fixsternhimmel [„Mach’sches Prinzip“].
Koordinatensysteme mit gmn ≡ ηmn nennen wir kurz „Inertialsystem“. [Eigentlich zusätzlich kartesische Koordinaten nötig.]

Im Allgemeinen [gekrümmte Raum-Zeit] kann man jedoch nur gmn = ηmn in einem Punkt P erreichen [unter der
Annahme einer Lorentz-Mannigfaltigkeit ⇒ Signatur (+,+,+,−)]; das System heißt „lokales Minkowski-System“.
Verschwindet zusätzlich der lineare Term im Punkt P [gik,m (P ) = 0], so gilt gmn = ηmn in einer Umgebung von P ;
dieses System heißt „lokales Inertialsystem“.

⇒ dort wie Minkowski-Raum mit speziell-relativistischen Gesetzen. [„Äquivalenzprinzip“]
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Kovariante Ableitung eines Tensors DT ab...c...

Dxi
= T ab...c...;i = ∇iT ab...c... ist ein Tensor, der im lokalen Inertialsystem mit der

partiellen Ableitung übereinstimmt. Christoffel-Symbole: Γabc = 1
2g
am [gmb,c + gmc,b − gbc,m]

[f;a = f,a , T a;m = T a,m + ΓamnTn , Ta;m = Ta,m − ΓnamTn , T abc;d = T abc,d + ΓadmTmbc − ΓmbdT amc − ΓmcdT abm , gab;i = 0 ]

Γaabc = Γaacb
Übertragungsvorschrift von spezieller zu allgemeiner Relativitätstheorie:

Man formuliere ein Gesetz lorentzinvariant in einem Inertialsystem und ersetze partielle durch kovariante
Ableitungen, sowie ηik durch gik.

[Äquivalenz- und Kovarianzprinzip automatisch erfüllt; bei höheren kovarianten Ableitungen kommt es auf die Reihenfolge an → Übergang
nicht eindeutig!]

Mechanik: m0u̇i = f i , mit u̇i = Dui
D τ = ui;nun und der Eigenzeit τ [gik dxi dxk = −c2 dτ2, nur für zeitartige Teilchen].

Für f i = 0 [keine nicht-gravitative Kraft] folgt: D
Dλ [dxm

dλ ] = d2xm

dλ2 + Γmik dxi
dλ

dxk
dλ = 0

, wobei dxi
dλ der Tangentenvektor an die Bahn xi(λ) ist ⇒ dieser ist konstant / wird nur parallel

verschoben [→ „geradeste Kurve“ / „Geodätische“].

Lagrange-Funktion L, F = L2 ⇒ F = gik dxi
dλ

dxk
dλ = const. auf den Geodätischen; F

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

> 0 - raumartig
= 0 - lichtartig
< 0 - zeitartig

.
[Vergehende Eigenzeit ∆τ auf Geodäte von Punkt A nach B maximal gegenüber anderen.]

Auf der Geodäten gilt [nach Lagrange II.]: d
dτ

∂F

∂ dxi
dτ

− ∂F
∂xi

= 0 .

Elektrodynamik: Fmn;a + Fna;m + Fam;n = 0 , Fmn;n = µ0
m . [Vakuum]

Hydrodynamik: Ohne äußere, nicht-gravitative Kraftdichte: T ik;k = 0 , T ik = [µ + p

c2
]uiuk + p gik .

Dies ist analog [mit hni = gni + 1
c2u

nui]: µ̇+ [µ+ p
c2 ]uk;k und [µ+ p

c2 ]u̇n + hnip,i = 0 .

Einsteinsche Feldgleichungen: [rein gravitativ!]

κ = 8π G
c4 , Ramsq = Γamq,s − Γasm,q + ΓansΓnmq − ΓanqΓnms - Riemannscher Krümmungstensor , Rik = Raiak -

Ricci-Tensor , R = Ri i - Ricci-Skalar , Gik = Rik − 1
2Rgik - Einsteintensor:

Gik = κTik [⇔ Rik = κ [Tik −
1
2Tgik], T = T ii]

In einem geeigneten Grenzfall führen sie auf die Poissongleichung ∆U = 4πGµ; T ik = T ki [Drehimpulserhaltung], T ik;k = 0;
partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung mit höchstens linearem Term in höchster Ordnung für gik.
Der Krümmungstensor verschwindet genau dann, wenn die Raumzeit flach ist [nach Transformation] ⇔ ein
wegunabhängiger Paralleltransport von Vektoren vorliegt ⇔ die Vertauschbarkeit kovarianter Ableitungen gilt ⇔
die geodätische Abweichung verschwindet .

[⇒ für Staub [Druck = 0]: u̇k = 0, [ρuk];k = 0 ; im Vakuum: Rik = 0.]

Newton’scher Grenzfall: gmn = ηmn +fmn [fmn klein, höchstens linear in Koordinaten], zeitlich langsame Veränderungen
[Ableitungen ;4 ≈ 0] , u4 ≈ c und T 44 ≈ µc2 [µ - Massendichte] dominierend [v ≪ c, bzw. kinetische klein gegen Ruheenergie!].

Raambn =
1
2η
as [fsn,mb + fmb,sn − fmn,bs − fsb,mn] + O([fij,kl]2)

Aus Einsteingleichungen ⇒ R44 = 1
2κµc

2 , R44 = − 1
2∆f44 ⇒ g44 = −1

f44
­
− 2
c2U .

Γmnj = 1
2 tr (ĝ−1∂j ĝ), det(ĝ) = etr (ln(ĝ)) ⇒ An;n = 1√−g [√−gAn]

,n
.

RamsqA
m = [Ds,Dq]Aa , Rmnkl = −Rnmkl = −Rmnlk = Rklmn

Schwarzschild-Lösung:
allgemeine, kugelsymmetrische Lösung der Vakuum-Einstein-Gleichungen [in entsprechenden Koordinaten].
Als allgemeinster Ansatz ds2 = eλ(r, t) dr2 + r2 [dϑ2 + sin2(ϑ)dϕ2] − eν(r, t) c2 dt2 .

Unter Verwendung der Vakuum-Einsteingleichungen lässt sich zeigen [ν̃(r) = ν(r, t) − f(t), dt̃ = e
1
2f(t) dt]:

ds2 = eλ(r) dr2 + r2 [dϑ2 + sin2(ϑ)dϕ2] − eν̃(r) c2 dt̃2 .
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Und weiter: eν̃ = e−λ = 1 − rS
r

[Schwarzschildradius rS , t-Abhängigkeit von ν in Koordinaten wegtransformiert.]

Somit ergeben sich das Linienelement ds2 = dr2

1 − rS
r

+ r2 [dϑ2 + sin2(ϑ)dϕ2] − [1 − rS
r

] c2 dt2 , Γ1
111 = −

rS
2r[r − rS]

, Γ1
122 = [rS − r] , Γ1

133 = [rS − r] sin2(ϑ) , Γ1
144 =

rS
2r[r − rS]

[1 − rS
r

]
2

, Γ2
212 =

1
r

, Γ2
233 = − sin(ϑ) cos(ϑ) ,

Γ3
313 =

1
r

, Γ3
323 = cot(ϑ) , Γ4

414 =
rS

2r[r − rS]
. rS = 2GM

c2
, G = 6,673 84 ⋅ 10−11 m3

kg s2

Für r > rS geht das Linienelement in das des Minkowski-Raumes über ⇒ die Raumzeit heißt „asymptotisch flach“.

Birkhoff-Theorem: Jede kugelsymmetrische Vakuumlösung ist [bei geeigneter Koordinatenwahl] unabhängig von t.
Solange t eine zeitartige Variable ist, heißt die Raumzeit dann „statisch“.

Klassische Effekte der ART:
- Periheldrehung [Perihel = Sonnennächster Punkt der Umlaufbahn um die Sonne; rS,Sonne ≈ 3km, mPlanet <MSonne]:
o.B.d.A. ϑ ≡ π

2 = const. ⇒ vereinfachte Lagrangefunktion [auf Geodäten!] F = 1
1− rSr

[ dr
dτ ]

2+r2 [dϕ
dτ ]

2
−[1 − rS

r
] [d[ct]

dτ ]
2

; ϕ und ct sind zyklische Koordinaten ⇒ A = [1 − rS
r
] d[ct]

dτ [Energie
cm0

], B = r2 dϕ
dτ [Drehimpuls

m0
] sind Konstanten.

Über uiui = −c2 ergibt sich [ρ ∶= 1
r
, ′ ∧= d

dϕ ] ρ′′ + ρ = GM
B2 + 3GM

c2 ρ2 [dies ist iterativ lösbar!]. ∆ϕp
In erster Näherung gilt ρ = GM

B2 [1 + ε cos([1 − 3G2M2

c2B2 ]ϕ)] , was einer Drehung mit einer Periode
größer 2π entspricht [um wieder ρmin zu erreichen]:

∆ϕp =
6πGM

c2a[1 − ε2]
. [a = B2

GM[1 − ε2] ]

- Lichtablenkung:
Analog mit gik

dxi
dλ

dxk
dλ = 0 ergibt sich [ρ ∶= 1

r
, ′ ∧= d

dϕ ] ρ′′ + ρ = 3GM
c2 ρ2 [dies ist iterativ lösbar!].

In erster Näherung ergibt sich ρ = 1
D

sin(ϕ) + GM[1 + cos(ϕ)]2
c2D2 , was für ρ = 0 [r = ±∞] eine Winkeldifferenz von

∆ϕ = π + 4GM
c2D

ergibt [D - minimaler Abstand von raumkrümmender Masse; ohne Raumkrümmung ∆ϕ = π].

- Gravitative Rotverschiebung:
Für 2 ruhende Punkte ergibt sich die Frequenz periodischer Vorgänge im Schwarzschild-Fall zu νi = ∆t√

1− rSri
, was

für r2 > r1 > rS bedeutet: ν1 > ν2 ⇔ Rotverschiebung [Sender P1, Empfänger P2]. [Gilt auch umgekehrt!]

Kugelsymmetrisches Sternmodell:
Als statische [zeitunabhängige] Lösung der Einsteingleichungen im Schwarzschildfall für eine Flüssigkeit [Druck p,
Massendichte µ] ergibt sich mit m(r) = ∫

r
0 4πr̃2 dr̃ und dem stetigen Anschluss an den Außenraum die Tolman-

Oppenheimer-Volkoff-Gleichung: dp
dr

= −Gm
r2 µ [1 + p

µc2
] [1 + 4πr3p

c2
] [1 − 2Gm

c2r
]
−1

.

Mit µ = µ(p) bis auf 1 Konstante alles bestimmt [z.B. Zentraldruck pC ].

Schwarze Löcher in Schwarzschild-Näherung:

Mit Eddington-Finkelstein-Koordinaten [r = r,ϑ = ϑ, ϕ = ϕ, v = ct + r + rS ln (∣ r
rS
− 1∣)] ergibt sich das Linienelement zu

ds2 = 2 dr dv + r2[dϑ2 + sin2(ϑ)dϕ2] − [1 − rS
r
]dv2 ,

für alle r ∈ R+ regulär.
Bei r = rS ist eine Nullhyperfläche [für Hyperfläche f(xi) = 0 gilt, dass der Normalenvektor ni = ∂f

∂xi
lichtartig [nini = 0]

ist], weshalb der Normalenvektor ni gleichzeitig tangential ist und beim Fortschreiten entlang der Nullhyperfläche
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[dxi ∝ ni] gilt also ds2 = gik dxi dxk ∝ gikn
ink = 0 .

Die Zukunftslichtkegel liegen alle auf einer Seite der Nullhyperfläche und tangieren sie. D.h. in die Zukunft gerichtete
Weltlinien können die Nullhyperfläche nur in einer Richtung durchqueren.
Ereignishorizont: Der Rand eines Raumzeit-Bereichs, aus dem keine in die Zukunft gerichteten zeit- oder lichtartigen
Weltlinien ins räumlich Unendliche gelangen können.
Für f = r − rS = 0 gilt ni

∂f
∂xi

= (1,0,0,0) und g11 = 0 [⇒ ds2 = 0]; die Nullhyperfläche ist der Ereignishorizont,
dieser ist räumlich beschränkt. Bereich r < rS heißt „schwarzes Loch“.

Radiale Nullgeodäten: ϑ = const. , ϕ = const. , somit ds2 = 2 dr dv − [1 − rS
r
]dv2 . Die Lösungen sind v = const.,

v = 2r + 2rS ln (∣ r
rS
− 1∣) + const. [, r = rS = const.].

Für t̃ = v−r
c

, einer im gesamten Bereich zeitartigen Koordinate, ergeben sich radial folgende Verläufe:

0
r

ct̃

rS

Rotierende, ungeladene schwarze Löcher [Kerr-Lösung, G = c = 1, J = ∣J⃗ ∣, J⃗ ∥ e⃗z, x1
= r, x2

= ϑ, x3
= ϕ, x4

= t, rS = 2M ]:

ds2 = r2+ J2
M2 cos2(ϑ)

r2−2Mr+ J2
M2

dr2 + [r2 + J2

M2 cos2(ϑ)]dϑ2 + [[1 + 2Mr

r2−2Mr+ J2
M2 cos2(ϑ)] [r

2 − 2Mr + J2

M2 ] sin2(ϑ)

− 4J2r2 sin4(ϑ)
[r2+ J2

M2 cos2(ϑ)][r2−2Mr+ J2
M2 cos2(ϑ)]]dϕ2 − 2 2Jr sin2(ϑ)

r2+ J2
M2 cos2(ϑ) dϕ dt − [1 − 2Mr

r2+ J2
M2 cos2(ϑ)]dt2

Diese Metrik ist asymptotisch flach, stationär [Koeffizienten unabhängig von t] und axialsymmetrisch [K. u. v. ϕ].
Für J = 0 ergibt sich die Schwarzschild-Metrik.

ϑ = π
2

ϑ = π

ϑ = 0

r+
r0

Für 0 < ∣J ∣ ≤M2 ist der Ereignishorizont bei r+ =M +
√
M2 − J2

M2

[Nullhyperfläche; dort g11 = ∞ - Koordinatensingularität],
für r = 0 [ϑ = π

2 ] gibt es eine echte Singularität und

bei r0 =M +
√
M2 − J2

M2 cos2(ϑ) gilt g44 = 0.

In der Ergosphäre [r+ < r < r0] ist t weiterhin die zeitartige Koordinate;
ϕ = const. ist hier nicht möglich, es gilt J dϕ

dt > 0 [„Mitführungsef-
fekt“].

5

http://www.google.de/

