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Wahrscheinlichkeit: P
Permutation von N Objekten [ohne Wiederholungen]: N!

o ) unter Beachtung der Reihenfolge [ N]Y )IR],
Kombination zu R-Tupeln aus N Objekten . NI N
ohne Beachtung der Reihenfolge N-RITA = ( R)
Ergebnismenge S = {0;}, Wahrscheinlichkeit P(0;) = Alfim #Zé\?i, AcS:P(A)= ) P(o;), P(S)=1, P(2)=0,
oo 0,€A
A,BcS : P(AuB) = P(A)+ P(B)- P(An B), A und B heifilen unabhéngig: P(A n B) = P(A)P(B) oder
P(AnB
gegenseitig ausschlieBend: P(An B) =0, B unter der Bedingung A: P(B|A) = (P(mA))

Zufallsvariable X ist eine Funktion, die dem Ausgang meines Zufallsexperiments einen Wert [Realisierung] zuordnet. p,,
sei die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass X = x,,.

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion: Px(z) = ¥, pnd(z —2,) = [p0(y—2)p(x)dy ,
Verteilungsfunktion: Fy (z) = [* Px(y)dy =3, pnO(z - z,)

Erwartungswert: (z") = [p 2" Px(z)dx Px(z € [a,b]) = [ab Px(z)dx .

Standardabweichung: o =/ (x2) - (x)?2 ,
Charakteristische Funktion: fx (k) = (e! kx> =FT(Px)(k) = Xpio m[1k]" (27) .

Anzahl Molekiile pro Volumen: Ny [Zimmerluft Ny ~ 2,5-10%° m™2].

Stoffmenge: 1mol enthilt ebensoviele , Teilchen“, wie Atome in 12g '2C enthalten sind:
N Na =6,0221415-10%* mol™*
n=xN, - Avogadro-Zahl
N - Teilchenanzahl

molare Masse: M, = % , molares Volumen: V,, = %

Zustandsgrofle: eine makroskopische physikalische Grofle, die gegebenenfalls mit anderen Zustandsgrofien zusammen,
den momentanen Zustand eines Systems beschreibt, aber prinzipiell variabel ist.

0. Hauptsatz der Thermodynamik: Es gibt eine Zustandsgrofle, die Temperatur. Thre Gleichheit ist Bedingung
fiir das thermische Gleichgewicht zweier Systeme oder zweier Teile desselben

Systems.
Homogenes Medium, beschrieben durch p,V, T, Zustandsgleichung: f(p,V,T)=0 .
Reservoir
Systeme: - offen [alle Austauschprozesse erlaubt],
w
- geschlossen [kein Stoffaustausch],
- abgeschlossen [weder Energie- [Q,WW], noch Stoffaustausch], @
- adiabatisch isoliert [kein Warmeaustausch]. Stoffaustausch
Zustandsinderungen: - quasistatisch [Vt : f(p,V,T) = 0 < in einem Gleichgewichtszustand] Q- Wérme )
U - innere Energie
- reversibel [umkehrbar — Umgebung gleich = System gleich] W - Arbeit
isotherm: 7" konstant, isobar: p konstant, isochor: V' konstant, adiabatisch: kein Warmeaustausch.
Ausdehungskoeffizient L oV Spa skoeflizient L op Kompressivitét L oV
usdehun zient: a=— —| , nnun zient: f[f=- —| , mpressivitit: K= -— —| .
& Vv aT |, P 8 p T ly P vV oplr
Im Gleichgewicht [f(p,V,T) = 0] gilt: a=p-f-k
Zustandsgrofien: intensiv [systemgrofen-unabhéngig, p,T] , extensiv [systemgrofien-abhéngig, V.

Zahl der makroskopischen Freiheitsgrade: Anzahl vollstandiger Zustandsgrofien
[kleinstmogliche, das System vollstdndig beschreibende Satz von Zustandsgrofen].
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Arbeitsleistung [p = const.|: oW =pdV

1 Kalorie: Warmemenge, um 1g Wasser unter p = 1013 hPa von 14,5°C um 1°C zu erwérmen.

Warmeaquivalent J: W =J-Q , J =4,185]/cal
Spezifische Warme [Masse m]: @ = chAT|V:const4 , Q= meAT|p:const. [ep] =[ev]= kgiK
Cp > Cv
Molwirme: @ =nCyAT|,_ ,Q=nCAT| [Cpl=[Cv]=—%
Cp-Cy =R=8314462 2+

ideales Gas: sich vollkommen frei bewegende Teilchen, die einzig untereinander [und an den Volumengrenzen] St6f3e

ausfithren.
p - Druck
Boyle-Mariott’sches Gesetz [fiir ideale Gase]: p-V =const. < % = const. V' - Volumen
p =17 - Dichte
Gay-Lussac’sches Gesetz: p-V=nR[T+Tp]
Boltzmann-Konstante: kp = N% =1,3806488-10"23 JK*

ideales Gas: V(0°C,1013hPa, 1 mol) = 22,4141 dm?

1. Hauptsatz der Thermodynamik: Jedes System besitzt eine Zustandsgrofie, die innere Energie U.
Diese andert sich durch Zufithren von Warme und Verrichten von Arbeit:

dU =6Q - W.
Im Gegensatz zu 6Q und 6W ist dU ein totales Differential: $dU=0.

.. . _ _ _rV _ \%

Bei isothermen Prozessen gilt: AU =0 [ Q=W = [,”pdV =nRTn(3?)].
C
Adiabatenindex: k= C—p [adiabatische Systeme: pV* = const.]
1%
Polytrope Zustandsanderungen: pV® =const. [« =0: isobar; a = 1: isotherm; a = x: adiabat-reversibel; o — oo: isochor].
Enthalpie: H =U +pV . [dH =6Q + V dp , ‘Z—ﬂp =nC, . 32|, =nCv]
Carnot-Prozess: p
bate

In 12 und 23 mechanische Arbeit gewonnen, in 34 und 41 mechanische Arbeit Adia
von auflen in das System eingebracht.
Auf 12 erhilt das System die Wiarmemenge @1, auf 34 gibt es Q2 ab.
Die vom System geleistete Arbeit ist dann:

W=Q:1-Q2.

1

/ Isotherme [T}, Q1]

Der Wirkungsgrad einer Carnotmaschine ist dann: > Adiabate

oo W@ —
Q1 Q1 % = % Isotherme [T5, Q-]
v
2. Hauptsatz der Thermodynamik: Wérme kann nicht von selbst aus einem ————— Carnot-Prozess
niederen zu einem hoéheren Temperaturniveau iibergehen.
. P . T T
Es gilt [unabhingig vom Arbeitsstoff]: nc = ner , % = =nc=1-7.

Fiir reversible Prozesse ergibt sich eine ZustandsgroBe [wobei 0Qe, = AU + 0W =nCy (T) dT + pdV]:

. . z éQrev z ideales Gas T 1%
die Entropie S(Z)-5(2y) = T - ds = nCy 1n(T—O)+ann(70) .
—_— Zo Zo
isentrop: konstante Entropie
Carnot-Prozess: T T
Leistungszahl [Kraftmaschine]: e = |§;‘i| ~T —2T2 , Leistungszahl [Warmepumpe]: ¢ = |§;‘1/| T —1T2
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Joule-Kreis-Prozess:
T P
AW =nCp[Th — Ty + T5 - Tu] sy =1- ?2 : I[sentrope
Isobare
9 / 5 [p2]
. . \ \~ Isentrope
Abgeschlossenes System = dU =6W =6Q =0 ; fiir die Entropie jedoch \ 4
gilt nicht dS =0 ! [= reversibler Ersatzprozess zur Betrachtung notig!] \
Isobare [p1]
- . Z0Q
Fiir irreversible Prozesse: AS =S5(Z)-S5(Zp) 2 — . 14
o T ————— Joule-Kreis-Prozess
Insbesondere bei adiabatisch abgeschlossenen Systemen [Warmeleitung,...]: AS >0 .
V1o S-S
Fir ideale Gase gilt: U(V,S)-Uy=nCy [T -Tp] =nCyTy [V] enCyv —1/.
0

Legendre-Transformationen: f(x)=[L(g)](z) =sup (y,z) - g(y)) heifit Legendre-Transformierte von g.
y

x,y mit [L(g)](z) = yz-g(y) heiflen konjugiert. g(y) tberall konvex = [LoL(9)](y) = g9(v) [involutiv].
Ist g(y) konvex fiir |y| > R e R, so ist f(z) =[L(g)](x) iberall konvex.
Fenchel-Young-Ungleichung;: g(y) +[L(9](x) 2 (y,z) . lg(v) + [L(9)](z) = (y,z) < z,y konjugiert.]

Ist g stetig mit einem Knick, so hat £(g) ein [nicht-notwendigerweise horizontales] Plateau, dessen Breite gleich dem
Sprung von ¢’ ist [und andersherum)].

Die £2-Transformierte [£(L(g))] einer fiir |y| > R € R konvexen Funktion g(y) ist gleich der konvexen Hiille von g. [g
moglichst dhnlich, aber konvex...]

Ist g diff’bar und konvex, so gilt mit f = L(g): x=¢"(y) , y=f'(z).
Sind f,g diff’bar, konvex und z,y konjugiert [f = L(g)], so: 9" (y)f(x)=1.

. . - chemisches Potential
Fiir reversible Prozesse: pr - chemisehes Fotentia

. au _ log _ au _
Innere Energie: U(S,V,N) , W’N,V =T , W|N,S =-p , W’S,V = p.
. . _ OF _ oF _ oF _
e Puorgle | FOVN)-USVM-ST Gl =S Bl B
Enthalpie: H(S,p,N)=U(S,V,N) +pV , %N,S:V , %|N7P:T , g%p,szﬂ
; Fae — oG _ oG _ oG —
e pihaipie: - GLp N)=U(SV.N) = 5T+pV s gy =V RANMRE Lo b=
Groflkanonische
Potential: J(T,V,u)=U(S,V,N) - ST — uN ﬂ| =-9 a—J| =-p ﬂ‘ =-
) ) ) ) ) aT V”LL ) 8‘/ T”LL ) 8# T}V
) oT Jp 8T’ ov ov 0S8 Op oS
M 11-Relat : — === , = == . =] == == . == = 2=
EWERERHOnE avls T T asly aply asl, arl,”  apl, aTly ~ vy
Es gilt allgemein [n = const.]:
OzﬂpVT:n[Cp—Cv] -S U \74
[Konjugierte Variablen [intensiv <> extensiv]: p<V | TS | p< N | H F
Gibbs-Duham: Ndpu=-SdT+Vdp 2 | @ .
Gibbs’sche Fundamentalgleichung [System mit k¥ Komponenten der Teilchenzahl N;]:

k .
AU =TdS - pdV + Z 11 dN; L Guggenheim-Quadrat —

i=1
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0X
ON;

Aus dem Maximum der Entropie im thermodynamischen Gleichgewichtszustand bei konstantem Volumen und konstanter
innerer Energie folgt fiir frei wechselwirkende Teilsysteme: T; =T , pu; = p; .

= Mg ) mit X(Z'l,l'Q,Ni) € {U(Sa‘/vNZ)aF(Tv‘/aN’L)?H(p7 Su Nl)vG(pu Tv Nz)}

T1,22,Njzi

1Gibbs =1 -L

mol
G(N,p,T)=Nu(p,T)

0 Sy — S 1
Clausius-Clapeyron-Gleichung;: 6—5 = V2 Vl =7 quV , mit Umwandlungswirme qi2 = T[S2 — S1].
22—V 22—V

Stabilitatsbedingung: AU(S,V,N;)=U(S5+6S,V +6V,N; +N;) -U(S,V,N;) > 0.
—_———
im ungehemmten Gleichgewicht

Reale Gase: geometrisches Volumen
, . ) W25, _ a - Kohésionsdruck
Van-der-Waal’sche Zustandsgleichung: [p + aw][ V -nb]=nRT
— b - Kovolumen
Eigenvolumen
. R
Es glltl Cp - CV = W.
RT V3
Ve |° 525 e
Auflerdem: U(S,V)=Uy+nCyTy enCv —1|-an [— - —] , mit Veg =V —nb.
Vo, eft VW
Dies ist dquivalent zu: Fi(n,T) Vo =3nb, Te = %, PC = 5oz
T -nb 1 1
F(n,T,V) =Fy+[nCy-So][T-To]-nCyTIn (—) —nRTln( Von ) -n%a [— - —]
T Vo —nb vV W
an [8 3v-1 1 1 1% T
= Fi(n,t) + — ftln(i)ﬁu — W= — = —.
319 vy -1 v v Ve Te

Die mit C' indizierten GréBen stehen fiir den Punkt, an dem p(V')|, einen Sattelpunkt aufweist. Fiir alle Temperaturen
grofer Te ist p(V')|, konvex, fiir alle kleiner T¢ ist p(V')|, auf (Vf, V;) nicht konvex.

Damit schreibt sich die Van-der-Waalsche Zustandsgleichung realer Gase wie folgt: [}5 + v%] [Bu—1] =8t mit p= plc.

030

Maxwell-Konstruktion zur Bestimmung von pgq: ﬁ\ 5
Vg 025
/ pdV = paa[Vy - Vy] e
Vs f\ / g Pad
020 “ /«’3
Joule-Thomson-Effekt: \ //{ .
Drosselung eines stromenden Gases [irreversibel,isenthalp [adiabatisch]]. Y e
Joule-Thomson-Koeflizient: « - Ausdehnungskoeffizient ‘ ‘ ‘ ‘ v
8T‘ 1 T ov v vT [ 1 ] ' ’ ’ ! )
= — = ——|- —_— = — 10— —|.
par oply nCy aT |, nCp T

Die ,Inversionskurve® ist bei pjr = 0 [dort Vorzeichenwechsel], fiir reale Gase bei: p=-12t+24/3t - 27 .

Ehrenfest-Klassifizierung von Phaseniibergangen:

Ein Ubergang n-ter Ordnung besitzt bis zur n - 1-ten Ableitung einer thermodynamischen Grofe [wie z.B. V,H,S,u,. . .]
nach [meist] der Temperatur stetige Ableitungen. Alle Folgenden sind unstetig.

Gibbs’sche Phasenregel:

Fir K Komponenten mit P Phasen und jeweils der Konzentration Cj, = 1\]/\’}” ergibt sich im thermischen Gleichgewicht
die Anzahl freier Zustandsgrofien F=K+2-P
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Polarisier- und magnetisierbare Medien

Maxwell [in GauB-Einheiten, D = E + 47 P,
vV x E+ 1878 =0 , v

<]+
oo
I
(@)

ﬁ_%a@t z%jf J €D=47Tpf )

Nach Poynting [df nach innen gerichtet]:

~ st df[ExH]:f L EsD+ LAsB+ 3B |d%
oG 4 4

47 . ,

Ische W4
Energiefluss Feldenergieéinderung Joulsche Warme

In Dielektrika / Magnetika ergibt sich die Anderung der gespeicherten Arbeit zu [felderzeugende Leiter L;, Ey Feld ohne
Dielektrikum, dufiere Felder statisch, Homogenitit — Piotal = V P, Miotal = VM ]:

6ADielektr. = /6L P(SEO d3 HomOgenltat _ptotaléE‘O 6AMagn [degn H(SMd
Es gilt dann: dU = 6Q — 6W mit 6W = pdV — H dM;otal + Piotal dEo.

[Bei polarisierbaren Medien erhilt man abhéngig davon, ob man eine Spannung an die Leiter anlegt oder Ladungen aufbringt, im Allgemeinen

3 Homogenltat

H 6Mtotal

verschiedene Werte!]

Kinetische Gastheorie:

Verteilungsfunktion [nicht-wechselwirkender Teilchen, einer Art, im Gleichgewicht — homogen]:
f(Z,%) = Teilchenzahl-Dichten n(Z) = [ps f(Z,0) d%v , 7U(D) = [gs f(&,7) d*z.
Mit (e) = ﬁ Jrs f(3,0) @ dv gilt fiir reale Gase [Ey,.. Energie der translativen Bewegung, y molare Masse]:
(Ey.) =2kgT  und (%) = ;3RT.

1
3 _ B
Maxwell-Boltzmann-Verteilung [Homogenitét, Isotropie, keine WW]: f(@,0)=f(v) = [2 o T] * e ol
™

Als Wahrscheinlichkeitsdichte von v fiir beliebige Funktionen ergibt sich damit: o(v) = 4mv? f(v).

= wahrscheinlichste Geschw. v,, = \/%%T , mittlere Geschw. (v) = wgfﬁT ,  Geschw.-maf} v/ (v?) =/ ?’]“TBT .

Nach Hamilton:

Phasenraum I" mit verallgemeinerten Ortskoordinaten ¢ = (q oo qD)T | verallg. Geschwindigkeiten q', Lagrange-Fkt.
L(t,q,q), kanonisch konjugierten Impulsen p = (aaqL1 s aqf LT Hamilton-Fkt. H(t,q,p) = Zf 1pkq - L(q,q). Die
kanonischen Gleichungen [a—H = 4", 88;{ = —Dk, %Ig = —%—tL] schreiben sich mit z = (¢, p)? wie folgt:

. 0 ]lf VqH B . 2 _ T _

T —( 1, 0 )( v.H |~ JV.H , J symplektisch [J* = -1af, J* = -J].

Xpu(t,x) = JV,H =i heift Hamilton’sches Vektorfeld und ist tangential 2:(¢). Mit x(ty) = x¢ eindeutig losbar [—
Trajektorie].

Sei ®;: ' > I' die dem Anfangspunkt z((tp) den Punkt z(t) = ®;(x¢) zuordnende Funktion [®, 0 ®; = &y, Do = Loy,
<I>t_1 = &_,]. @, ist volumenerhaltend und eine kanonische Transformation [Jacobi-Matrix M; . s = (aq)*[;a) mit
MTJIM; = J, det(M;) =1].

Liouville-Gleichung;:

normierte Verteilungsfunktion p(¢,x) von klassischen Teilchen mit f verallgemeinerten Orts- und f verallgemeinerten
Impulskoordinaten [[ p(t,z)d* z = 1], Observable F' [F : T' » R], Erwartungswert (F), = [d* 2 p(t,z)F(z),
Phasenraumgebiet A, Aufenthaltswahrscheinlichkeit in A: [, d* z p(t, z).

= Lp(t,x) =82+ [Vpli=9+{p,H} =0 [= p(t,2) = p(0,2(0))]
{f,9}=[VvF1"Tvg

Auch d—F = B—F +{F,H} ;daher heilen nicht explizit zeitabhingige Observablen [2£ = 0], die mit der Hamiltonfunktion

ot
Vertauschen [{F H} = 0], Konstanten der Bewegung [dF 0].

[H nicht explizit zeitabhingig = Energieerhaltung]
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Widerkehrtheorem [Poincaré]:
Es sei A eine messbares Gebiet im Phasenraum. Dann kehrt fiir ein stationéres System [Phasenraumvolumen kompakt]
in einem endlichen rdumlichen Volumen fiir fast alle Anfangbedingungen xg € A die bei ¢ beginnende Trajektorie x(t)
unendlich oft nach A zuriick.

Klassische, nicht-relativistische, mikroskopische Teilchensysteme sind reversibel [- Zeitumkehr]; die Thermodynamik
nicht [Entropie zeichnet Richtung aus].

Der p-Raum [c RY] entspricht dem Phasenraum eines Teilchens; ein makroskopischer Systemzustand z € I' [c R6V]
mit N Teilchen ist im p-Raum durch N Punkte charakterisiert.

Unterteilt man das p-Raum-Volumen in m Teile ; mit jeweiliger Teilchenzahl N; und Phasenraumvolumen w;, so
kann man einen Makrozustand M = {Ny,..., N,,,} definieren. Zu jedem z € T' gibt es einen M, zu jedem M jedoch ein
Gebiet I'py cT.

N!
Fiir gleichartige, aber unterscheidbare Teilchen gilt: Vol(T'ps) = N N1 ..w,J,\L,’”

7'(&)1
1l Np!
Macht man €2; infinitesimal klein [jedoch groBer als atomare Skalen = d3x d®p > h3], m also riesig, so ergeben sich die

Teilchendichte [(Z,5) € ] n(Z,5) =limpe 2= und [, o d®r d®p = limp, oo $i2) wi

Boltzmann-Entropie: S =kpln(W) , sie ist extensiv;

. C . . _ c _ & N N _wi
mit dem statistischen Gewicht W (M) = WVOI(FM) AR ..Nm!g1 L Om ; i =%
Das Maximum des statistischen Gewichts [der Entropie, der Wahrscheinlichkeit] gibt es bei konstanter Gesamtteilchen-

N .
zahl fiir sehr viele Teilchen [N >] bei Lo Y <> einer Gleichverteilung der Teilchen.
XiNe  Yiwi

Mit der gemittelten Energie ¢; der Teilchen in (2; fiir ein ideales Gas ohne Gravitation ergibt sich die Gesamtenergie
U : U=2%iNigi ) € = ﬁﬁ?

Fiir den wahrscheinlichsten Zustand [W (M) maximal, Gleichgewichtszustand] dieses idealen Gases ergibt sich damit
[U = const.l]:
N __& __€i
N; = A e ksT g, ,Zustandssumme Zy = Y, g;e k8T,
0

‘ Stirling [N >»]: In(N!) » NIn(N) - N ‘

Statistisches Ensemble [,Schar“]: Eine Menge von Systemzustédnden. Verteilungsfunktion p(t,2) in I', Antreff-
wahrscheinlichkeit p(¢,x) = % ; das Scharmittel einer physikalischen Obervable O sei dann:
(0)p = [ d*zp(t,2) O(x)

1 T
Ergodenhypothese: fiir stationdre Systeme [~ Gleichgewicht] (0), = 7lim T f dt O(x(t))
—o00 to

Mikrokanonische Gesamtheit: Fiir abgeschlossene Systeme konstanter Energie E [Zustandsdichte p = p(H)] mit
zum Phasenraumvolumen proportionaler Wahrscheinlichkeit p(H) und makroskopischer Anzahl Teilchen N ergibt

e . [ d¥z6(E-H(z))O(x)
sich fiir Observablen O (O)g = T2 6(E - H(z))

[= (H)e = E].

[+ adiabatische Systeme]

Kanonische Gesamtheit: schlieft man voriges System [z] an ein [idealerweise unendlich] grofies zweites [ Wérmere-
servoir, X| und ermoglicht Energieaustausch, so gilt fiir Observablen des ersten:

(0) = ﬁ/dzfx O(2)pBad(Ecesamt — H(z)) , mit  ppad(Erad) = [ d*' X §(Hpaa(X) - Egad),

N Normierungskonstante [(1) = 1].

Fiir ein ideales Gas als Warmereservoir:  (O), = / d* z pg(x) O(x) mit der Wahrscheinlichkeit der

kanonischen Gesamtheit pg(z) = % e_BH(I) , der kanonischen Zustandssumme Z = [ d* z e_fBH(I) und (8 = kB%T

Innere Energie: U= (H)p . ([AH]?) 2 (H2>5 - (H>/32 = kBTZNLQOV
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Man erhélt fiir ein ideales Gas im begrenzten Volumen fiir die freie Energie:
F(T,V,N) =-NkpT [In(V) + 3In(T) + 2 In(2mrkg)] ;
Quantisierung

hier fehlt jedoch noch ein additiver Term o< In(N') 1 ’_’H

[dieser lasst sich erst quantenmechanisch verstehen - F' = —kgT In (f dwe™ ,BH(z)) mit dw = ﬁ hSN H d3xzy, dgpk}

Ununterbcheldbarkelt

Entropie: S = |N v = ~kp f dw pp In(pg) = ~kp (In(ps))s

Gleichverteilungssatz:

Jede in der Hamiltonfunktion ausschlielich an einer Stelle ausschlielich quadratisch vorkommende kanonische Variable
liefert einen Beitrag von kB?T zur Gesamtenergie. potentiell & kinetisch

=2 —~
[(ED) = 3kpT, (m24¢?) = LkpT, Dulong-Petit Egitter =32 NikpT)]

Schwingungsrichtungen

Aus der Forderung der Entropiemaximierung unter gewissen Nebenbedingungen [an Energie, Teilchenzahl, (1) =1, ...]
kann man folgende Gesamtheiten beschreiben [aus Variation mit Lagrange’schen Multiplikatoren]:

- Gleichverteilung:
Ohne Nebenbedingungen wird aus sup (S(p) + kpA[ (1), —1]) fiiber Variation 0= [ dp(z)[In(p)+1-A]dw
P

= In(p) = A -1 mit (1), =1 beschreibt ein mikrokanonisches Ensemble [beschrinktes Volumen / Energiefliche].

- Kanonische Verteilung:
Der Erwartungswert der Energie (H), = [ p(z) H(z)dw = U = const. , also sup(S(p) - +[(H), - U]) und
P

iiber Variation 0= [dp(z)[In(p)+1+ BH - A]dw = kanonische Zustandssumme Zg = [ e PH gy ,

kanonische Gesamtheit pg = Z%a e PH , freie Energie Fjg =-kpTIn(Zg) und T der absoluten Temperatur.

- Grof$kanonische Verteilung: [Energie- und Teilchenaustausch]

Zusétzlich Erwartungswert der Anzahl Teilchen Z f on PN dwy = Z (N)py = N = const. , also
N=0 N=0

sup(S(p)—%[(H)p —U]+%[(N)p—]\7]) und {iber Variation 0= Z fépN(x) [In(py)+1+BHyN—uBN -] dwy
P N=0

= groflkanonische Zustandssumme Zg, = Z f e B [Hn - pN] dwy , groBkanonischen Gesamtheit
Pg,N N=0
DBy = { Z; e~ BLHN = ] }N [ Zs,=Yn2"Zsn , Fugazitit z = eB“, Zg,N = [e_ﬁHN dwn], p dem chemi-
schen Potential und dem groflkanonischen Potential J = -kgT'In(Zs,)=-pV [g—% =-S5 , % =—(N)g,ul -

- Paarwechselwirkende TeZZ'lchen:

Hamilton Hpy = Z Di

1 N 8% . To—
al_ij , SO ist ZB,N = andgxi e ﬁ21<] V(|$z $j|) , mit der
: i=1

i012m i<y
ythermischen De-Broglie-Wellenldnge* A = ﬁ . [Freie Teilchen [V () =0] = pV = NkgT ,z= A H]

Fithrt man fiir 2 wechselwirkende Teilchen [Lennard-Jones-Potential V (1) = 4e [[%]12 - [%]6]] eine Virialentwicklung [in 2.
Ordnung der Dichte n = ] durch, so ergeben sich die Konstanten der Van-der-Waalschen Zustandsgleichung zu

a=-Na22r [[°r2V(r)dr = Ns?Ereq® : b=Nadiz[2] . ik =+ o — Ay n?)

BBGKY-Hierarchie: [Bogolinbov, Born, Green, Kirkwood, Yvon]
Klassisches Ensemble aus N Teilchen, Zustinde = = {g;,p;} € RSN | Verteilungsfunktion p(t,x), Wahrscheinlichkeit
()= 2D
Jrp(z,t) dw

Ensemblemittelwert (O(t)) = [p dw O(z) p(t, z); hier ununterscheidbare Teilchen.
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N
Liouville: dip+{p,H} =0 ; Definition des Liouville-Operators: Ly p={H,p}=- Z [fiﬁm +ﬁi§pi] p
i=1
Reduzierte Verteilungsfunktionen [Wahrscheinlichkeit gleichzeitig jeweils mindestens ein Teilchen bei &; = (Z;,p;) ,
. N! n
i=1,...,n zu finden]: fn(t, &1, 60) = ———— /d6 Ep(t,&1,. ... EN)
n![N -n]!

Sofern p(t,z) fiir groBe p; und #; schnell genug abféllt [ /. @wi/pip(t,:c) dw = [r p(t,2) dw' ~ 0], gilt:

a n o ™ - . = A
6{& = Lnfn - Z / d6§n+1 F(x’L - xn+1) Vpi fn+1(t,£17 ce 7£n+1) = Lnfn + Cn,n+1fn+1 .
i=1

=Sp(f1) - StoBintegral

Insbesondere: [% + %ﬁz + F(a)(i‘)ﬁp]fl(taf,ﬁ) = __[ d3$2 d3p2F‘(£‘ _jQ)ﬁpr(t7i‘7ﬁa j}27ﬁ2) N %fl(tvjaﬁﬂstoﬁ .

Boltzmann-Gleichung

Die Wahrscheinlichkeit eines Stoles von 2 Teilchen mit p;,p2 zu ps,py4 sei beschrieben durch w(p1, pa; 3, Pa) [w(p1, Po; Ps, Pa) =
w(Ps, Pa; P1,P2) = w(P1 — ¢, P2 — G; Ps — ¢, P4 — G) = w(RpP1, Rpe; Rps, Rps), R, q = const.] und es gelten Impuls- und Ener-
gieerhaltung, dann ergibt sich fiir das Streuintegral nach py:

Sﬁl = ,[ d3p2 d3p3 d3p4 w(ﬁl7ﬁ2;ﬁ37ﬁ4) [f(ta '%7233)f(t7'i‘aﬁ4) - f(ta j7ﬁ1)f(t7:f7ﬁ2)]

Quantenstatistik:

Gemisch reiner Zustdnde |¥) = i |¥,) , Dichteoperator p = i P |Un) (¥ | [pn 20, tr(p) = I pn=1, p=p',
Erwartungswert (fl)p = i Dn (\I/n|121|\11n) = tr (ﬁfl) . Bewegungsgleichung fiir p [,von Neumann-Gleichung“]:
ihp = [f[ , ,6] , im Gleichgewichtszustand [lﬁ[ , ,6] =0 , sowie alle Erhaltungsgréfien [H , /L] =0

[Die Anzahl der ErhaltungsgréBen ist jedoch sehr klein gegen die Anzahl der Teilchen [~ 10**], so dass die Zusténde |ao, a1,. .. ;)
stark entartet sind! [/1]- lao,a1,...;t) =aj, lao,a1,...;1), [/L-,AJ-] =0]]

Abgeschlossene Systeme:

Sei a = {a;} die Menge der den Zustand charakterisierenden [festen] Zustandsgrofen, wobei dieser Zustand Q-fach
1

entartet sei, so ist  Pmikroskopisch = a i la; i) (a;i| und damit die Entropie S(pm) = —kp tr (pm In(pm)) = kg In(Q)

; fir jeden nicht gleichverteilt entarteten Zustand p gilt  S(p) < S(pm)

Nicht abgeschlossene Systeme:

Neben der Wahrscheinlichkeitserhaltung tr () = 1 gilt nun nur noch  (A;) = a; = const [fiir i = 0,...,m]. Es ergeben
sich die Zustandssumme Z) = tr (e_ YiZo )‘iAi) , der Dichteoperator py = %A e Yito AiAi , die Erwartungswerte

a; = —% [In(Zy)] und die Entropie S(px) =—-kptr(pln(p)) =kp [1 - ;})\ia(ii] In(Zy)

Speziell:
Kanonisches Ensemble:

Emmgemakroskopmche Erhaltungsgroflie ag =U Ay = H , A =0-= ,CB% [- Wérmebad; Energie
fluktuiert, Erwartungswert konstant]. Damit

Zﬁ:tr(e_BH) , ﬁﬂ:ZLﬁe—ﬁH . Fy=-kpT(Zs)=U-TSs , S=kp[l-pZ]In(Zs)=-%2

Grof3kanonisches Ensemble:

A

Hier ag=U , Ag=H , XAo=08 , ai=N A =N , A1 =-Bu [> Wirmebad mit Teilchenaustausch;
beide Erwartungswerte konstant]. Damit
Zg,=tr (e‘ﬂ[H - NN]), pu=g e PLH=BN] gy = ks TIn(Z5,) =U = TSp - N,

0Js.u

_ 0Jp,
Sﬂ,u =T Tar =

B,u T.

aN:_
m
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Fiir N 1-dimensionale, quantenmechanische, identische aber unterscheidbare, nicht-wechselwirkende harmonische
Ostzillatoren im kanonischen Ensemble ergibt sich somit:

: hwy172NV — hw -
Zg = [2sinh(2he)] , Fy = Yhw + NkpTn(1 - e Phw) ,Sﬁ:—g—g:NkB[eﬁf;M_l “In(1-ePhwy
—hw Nk fiir groe T’
2 B ) g
U=Nhw[+ L , Cy = Nkp | 2 e kBT 2 _ _hw_ .
[2 Bhw _ ] v B [kBT] [1C—&]2 Nkp [,j;—“’T] e k8T fir kleine T
[In 3D: & ~3kpT, S¥ ~ 3kp fir grofe T
Ideale Quantengase:
Identische, ununterscheidbare Teilchen. Dann:
Transposition: Austausch zweier Teilchen - ij. [Pin Py =1, Py, = P]Tk =Py, [P, 0] = 0]

Permutation: ein Komposition von Transpositionen - Pﬂ = lekl . ij kg
Anzahl verschiedener Permutationen fiir N Teilchen - #m = N!.

Wellenfunktionen identischer Teilchen sind Eigenfunktionen der P,.

[= [1377, O] =0 : Ym; insbesondere [P,r, I—AI] =0 = Energie unter Austausch beliebiger Teilchen N!-fach entartet.]

In 3 [-Raum] + 1 [-Zeit] Dimensionen gilt fiir identische Bosonen [Spin ganz|:
identische Fermionen [Spin halbzahlig]:

B0y = W)
Py W) = sgn(r) |0) .

Fiir ein stark verdiinntes Gas ohne Wechselwirkung der identischen Teilchen mit Einteilchenwellenfunktion |¥;) gilt
[|\Pi17~~~giN) 1= |\Ijl1) ®...® |\IIZN)]
1

— 1 Z
VN! VN!'Z
Fiir N identische Teilchen wird ein Zustand allein durch Besetzungszahlen [Anzahl Teilchen im jeweiligen Zustand]

charakterisiert. Besetzungszahloperator N = ¥, g, zu orthonormierter Basis |n) = |n1,na,...).
[Wobei ein Zustand durch Ort, Impuls und Spin charakterisiert ist; N |n) = [, nx] [n) = N|n)]

Bosonen: Wy, i) s S Pr Wiy iy )1 , Fermionen:  [¥;, iy )a sgn(m) Pr Wiy iy )1 -
s

Fiir ein groSkanonisches Ensemble dieser Teilchen ergibt sich [H = ¥, ¥, H |n) = ¥, [exni]|n) = E|n)]:

Zg, =tr (e—ﬁ[H - ﬂN]) =TI > Pl —eilm , J = kpTn(Zs,) = T ~kpT(Z5)) .
(2 m N, e
] JG)
z5,

Identische Bosonen: fiir p—¢; <0 [Energien entsprechend normiert] gilt:

@ _ ! () = 1 kpTln(1- Bl — il ay 299 1
%, 1-eBlu-el’ = +ksTIn(l-e ) e o e Blu-eil
= J=+keT S Inl 17 Blu - ei] , Ny = IS S
skt S (177075 R T e

Fiir B[u —e;] < 0 ergibt sich der klassische Grenzfall [Maxwell-Boltzmann-Gas|:
(N) mePlg e | g kpT(N) =pV | p=—kpTin(ks Do 50) | F=— (M) kpTin( s 5i07P%0).

ideales Gasgesetz
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Fiir ideale Bose- und Fermi-Gase gﬂt [Ubergang diskret 3, - kont1nu1erhch ] d3p, V = L3 - Volumen, ¢ - Entartung,

h
A = ———=, D(e)=27V2m —\/E, Fugazitat z = Bh [2] ¢ 1],
2mmkgT h3
_ 0o k-1 oo _
®_b f € _ 2 obei » 3 ) _ )
. TR Jo e—ﬁ[ﬂ—d Z:: , wobei Zd il
V .F 2 e T v
N= [TDE) @) de= L fD =2 [TDE)e () de= ke LD - 20
Mg E 3 Jo /\dB 3
Damit ergibt sich in 2. Néherung eine Korrektur zum klassischen Druck [n = &]:  p(n) » nkpT [1+ fg, Enl.

i

Fiir ein nichtrelativistisches, kaltes, dichtes, entartetes Fermigas [Fermionen, Tr > T — 0, n grof}] ergibt sich [a =

EF}
B

Fermi-Energie ep = p, Fermi-Impuls pr = \/2mep, Fermi-Temperatur Tr = £

=[5

. . 2 5
Ep = 8}:;(1”% , Dp= Z%n% , Tp= Sk};man% = [%)\j’Bn]s T , Entartungsdruck p = 20 —n3.
Uber eine sommerfeldsche Reihendarstellung und Entwicklung in niedrigen Ordnungen sieht man [I3 = %AL?B]:

21

i _ 37t 1
2
4 [sn)3

80 [I3n]?

Uw kBTN[ [13n]3 + ] o< const.(T) )

Cy = T85|VN o T.

g P M = P P

Fiir ein nichtrelativistisches, kaltes, dichtes, entartetes Bosegas [Bosonen, u < 0, €; > 0] ist fiir niedrige Temperaturen

das chemische Potential p so klein, dass (#;) fiir g = 0 ,divergiert* =

mit £9=0 mit ;>0 , ¢>0
- - 1l_ g g (=) : g 3y _
n=ng+ng= + wobei n, < 5) = .
0 g Ve_ﬁl’(‘—l A(;’Bf% ? g )\(;’BgR(Q) 9max

2
h2 3
Fir T < Te = [ o 3 ] ist dann n, ~ ng,, und no nicht verschwindend [ Ny groB!] und somit sind
2rmkp | gCr(3)
makroskopisch viele Teilchen im Grundzustand kondensiert [, Bose-Einstein-Kondensation®]. ¢ R(%) ~2,612375

Cr(2) ~1,341487
Cr(3) ~1,202057
Cr(4) ~1,082323

Fir T > T¢ ist n~ ng und ng ~ 0 [> normales Gasverhalten; dhnlich Fermionen].

Zusammenfassend also:

Vo 1%
A : J = kgTn(1 - 2) ~kpT L 1
1-2 /\dB 2 /\dB
© Ny Jg
oJ I Jo :| gV [5 (=) n (,):|
S=- 22| =—kp|—=No+ 2 |+kpta |2 f) -
AT lv,, B[kBT O kT TN, Sl
So Sg

‘F(n+1):n!,neN

Hohlraumstrahlung:

[vgl. QM 1]
Betrachtet man die Photonen als Gas masseloser Teilchen [ = 0, Photonen sind ihre eigenen Antiteilchen; g = 2 durch
Polarisationszustinde], so sieht man sofort:

. . 8t 1?2
e=|plc=hv , D(p) = 47r 2V p2 dp und somit n(v)dv=————dv.
eksT -1
An? vt
Durch Integration findet man nun [o = TSR wobei (r(4) = %]
S22 o F=g=-2%yrt | g=2%yr3 . p=207t == =40t
" |4 WCR()[ ] 3c 3c 3¢ PEnerg |4 c

10
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