Quantenmechanik 2 Prof. Dr. Gies 2014

Zustand eines Systems charakterisiert durch Ket-Vektoren: |¥) € H einem problementsprechenden Hilbertraum.
[Uber dem Kérper C]

Duale Vektoren sind Bra-Vektoren: (9 | , sie bilden von H in den zugrundeliegenden Korper ab (@] : |¥) —

(®|T) eC.

Postulat der QM: |¥) physikalisch = (¥ |¥) >0 [somit € R]. [= |¥) = \/(\111|7\P) |¥) normiert auf (¥|V¥) = 1]

Lineare Abbildung auf #: A : |¥) - A|U) = [AT). Dies induziert AT: (®] - (®| At = (AT®].

Postulat der QM: physikalische Observablen beschrieben durch selbstadjungierte [i.d.R. hermitesche] Operatoren

A= AT,

Ala'y =d’|a’) = o' Eigenwert [EW] zum Eigenvektor [EV] |a').
A selbstadjungiert = o’ € R und EV verschiedener EW o', a sind orthogonal [(a’|a”) = 84 qn].
Projektor Paf = |a') (a’| . Mlt (a' | a") = 5a’7a” gllt Z [f)a, = 1, Pg, = Pal, Pa/pau = 6al)aﬂpal.

Schrédingergleichung [SG: ih% |, t) = H|W,t)

EW der SG sind E,,, entsprechende EV |U,, t) [,stationire Zustande“].
Daraus ergibt sich die Zeitentwicklung fiir [V,?) zu [V,¢) = U(t - to)|¥,to) mit dem Zeitentwicklungsoperator
U(t,to) [unitér UT=U, U(t,to) =1, U(t,to) = U(t, t1)U(t1,t0), erfiillt die SG ih-2-U = HU).

(21 =0 = U(t,to) = wll[t=to]]
Eine Messung wird durch einen Operator A beschrieben. Die orthonormierte Basis zu A sei {|a’) } o/, dann lisst
sich |U) =%,/ (a'|¥) |a') ausdriicken.
—_———

Cq/

Postulat der QM: Die Wahrscheinlichkeit [¥) im Zustand |a’) zu messen [A|¥) =a’ [¥)] ist |co|* = [{(a’| )[*.

[la"), |¥) auf 1 normiert.]

Néaherungen: Die Losungen miissen im Nachhinein iberpriift werden!
Sollten konsistent untereinander und systematisch zu verbessern sein.

Rayleigh-Schrédinger-Storungstheorie:
H=Hy+V, wobei Hyn,a) =&, |n, ) ,neN, a=1,...,N, mit N,, dem Grad der Entartung von &,.

Sei V also eine kleine Stérung, N,, = 1, so erhéilt man mit dem Ansatz: H = Hy+ AV, |U,) = Z)\k|\11$lk)),
k
E, = Z)\kET(Lk) [= |n) = |\I!§lo)), En = ET(LO)] und den Normierungen <\I/£LO) |\I/£LO)> =1, (\IISLO) |\I/n> =1 [=

i
(\1/;0) |\1/£Lk)> = 6k0, (\IJSLO) | \IJS,?) =6pmn] aus H|U,) = E,|U,) [stationire SG] Folgendes:

Ho W) = B W), Ho W) + VIwE) = 30 BP W)
p+q=k
Uber Multiplikation mit (¥ | = (n| erhéilt man: [Mit Vi = (n|V|m): ESY = Vi ]

ER = (nVwlD)| k21

Uber Multiplikation mit (\1'5,?) | = (m|, m #n erhdlt man: ey =%, 67‘:’_';’;” m), B = % pen %}
1 N
(m| ¥ = ——[(m|V[EFD) - BXD (| wFD) - - BEED ([ eM)]] k21
n~Em
Wobei jwk)y = > (m|\Il£Lk)> [m) | , k>1.
m#*n
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Entartete Storungstheorie:

2

n

[e'e) o0 Nn
Nun N,>1 | Ena= Y MNEE | 10,) = calWna) » [Tna) = D NWEY | Py= S nsa) (n,af
k=0 a=1 k=0 a=1

[Pon, H]=0] , Qon=1-Po, [=[Qon,H]=0, QonPon=0] und Basis {|n,a)} so, dass <n,a |V|n,o/) = Vhana Saa-

IIM

Analog oben erhilt man aus der stationdren SG

HoW()) = ERQ(),  HoW(0) + VWD) = 3 B W) .

p+q=k Feynman-Hellmann Theorem
Offensichtlich ist: [HMN)[EN) = EQ) [T), (TN [TN)) =1]:
d dH (A
w0 =) Bee S8 = ()| E Y ).

Aufgrund der Wahl der Basis folgt [aus Py, SG o< A']:
E7(zlo)¢ = <7’L,O(|V|TL,O¢> :

Mit der Forderung, dass |\Ilgbl(i) orthogonal auf PyH steht, erhilt man [aus Qo,- SG o< A']:
[$2) = Qon QonV [n, ) : B = (n,a| VW) .

€n—H0

Vielteilchen-Quantensysteme:
Fiir N gekoppelte 1-Teilchen-Systeme [Hilbertraum #£;, Zustéinde |¥;), orthonormierte Basis { |€;) }, Operatoren A;]:

H=H1®...0HN , [T) = |T;...0n) = [¥1)®...0 |PyN) , {|&.---&n)}={l&1)®...® |¢N)} ,
A-Ado.. .®Ay. [10),[0) € H: (D[ W) = (B | W1) ... (Dx[Un) , [0) = % (€1.bn W) 1. Ex)]
€1 N —————
Y(&1---EN)
Fiir identische [ununterscheidbare] Teilchen muss die Physik [Wahrscheinlichkeit, Erwartungswerte] unabhéngig unter
beliebiger Vertauschung [Permutation I, Operator Py, P} = Pg'] dieser sein; entsprechende Observablen A miissen

symmetrisch sein [[A, Prr] = 0].

Unter Vertauschen 2er identischer Teilchen sind die Zustinde entweder symmetrisch [Bosonen: P |¥) = |¥); Spin
ganzzahlig] oder antisymmetrisch [Fermionen: Py [¥) = sign (IT) |¥); Spin halbzahlig].

Fiir nicht-wechselwirkende, identische Teilchen [= auch #H; und H; identisch; stationire, orthonormiert Eigenzustinde |n;):

1 N
|\I/)s:ﬁZPH Ing...ny) , Bosonen
H;|ni) = Ei|n;)] ist dann {V 1 R [Austauschentartung]
|T), = 7 ;Slgn (IT) Py |ny .. .ny) , Fermionen

Slater-Determinante:
[Fermionen!, Basen { |n;) } und {|&;) }]

Uy, nN1(§17"’7§N)
Hartree-Fock-Nidherung: [fiir Fermionen] = —— > sign (1) (&1 | nnqy) - - - (€n | Ry
VN!'T

Annahme: Vielteilchen-Funktion kann durch Produkt von 1- 1 (ni|&) ... (nilén)
Teilchen-Wellenfunktion approximiert werden [Fermionen: ¥y p = = det : : :

\/m H ‘. H
s 3 s (1) TT g (i, ) (evle) ... {nxléw)

Methode: Man minimiere das Energiefunktional E(¥) = (¥|H|¥) und ist somit der Grundzustandsenergie am
néchsten; auch |¥) ist dann hoffentlich dem Grundzustand am néchsten.

VKern Vee

N N g2 N
Fir ein Vielelektronen-Atom H = Z L | +e2 Z

ergibt sich

s2m % i=1j=1 |2 — fj|
——
1 IZV: IZV: 1
2355 2 i*]
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P)-3 % [ dn| g gwmf _ gl m)?

i=1 my i, | |
nicht-klassischer Vielteilchen-Effekt

F(@m) W (g, m" )Wl (g, m" ), (@, m) ——

1
% - gl | -4l
Mit Beriicksichtigung von (Vg p | ¥ p) =1 iiber den lagrangeschen Multiplikator € ergibt sich mittels Variation von
S[E(D)-e[(Ypr|Pur)-1]]=0 die Hartree-Fock-Gleichung fiir i = 1,..., N
izl v izl \Iji aaml \IIT ﬁam,
62 Z f d3 | (y)m )| E’L]\I/l(a—é’m) — 62 Z Z f d3y (y ﬁ) f(y )\I/](i'7m) )
=1 _

j=lmr=s1 |7 — 9|
Nun iterativ hieraus alle \I!i bestlmmen [hochstgradig nichttriviall].

"INV - 1Z 2 /d3 /d3[|\11(xm)| W, (5, m")[*

Z*Jmm :!:

hQ
- 2me

Addition von Drehimpulsen: [j physikalischer Operator = hermitesch]

Alle Drehlmpulse J erfiillen die Drehimpulsalgebra [j“ J: ] = ihsmkjk

Sei JZ aus dem Hilbertraum H; [dim (H;) =2j; + 1] und die Basen |jlm1> seien beziiglich J2 [jf ljimi) = h2j:[j: +
1]]4sm;)] und Jis [JAZZ l7im;) = hmy |jim;)] diagonalisiert [j; ,me{-ji,—ji +1,...,7;}]. Die Leiteroperatoren

jilmi = 1])] . (¢ = Vili + 1] - m[m =1]]
Dann ist j = j1 ® jg auf Hio=Hi ® Ho [dim (Hi2) = [271 + 1][272 + 1]] ebenfalls ein Drehimpuls. Dieser kann in
der Basis |jimijame) = |jimi) ® |jams) besztiglich j127 Jiz, j22, Jo, oder auch in der Basis l71j2dm) beszliglich

smd jzi = jzz +1 jzy [jzi |jlml) = CJisz

J2, J3, J% J. wirken. [Wobei [jijagm) = % (jimajama|jijzgm) |jimajams) ]

mi,m2

Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Aus  m (jijogm|jimijama) = (jijajm|J. [jimijams) = [my +ma] (jijajm|jimijams) folgt

lijedm) = Y. (jimajamz|jijeim) |jimajams)
mit+tmao=m

e T .
Man sieht, dass |j1 j1 Jo j2) = |j1j2j1 + jo j1 + jo) eindeutig ist und kann iiber den Absteigeoperator J_ alle anderen
. . . ] . . . . . . . .
lj1jeji +jam) ,me{=[j1 +72],-[J1 +J2] + 1,...,j1 + jo} Dbestimmen [ ,Multiplett zu j = ji + j2“].
7 m
N —_——
Fir m = j1 + jo — 1 gab es in der alten Basis [jimijoms) jedoch 2 Zustidnde; mittels J, |ji1joj1+jo—1j1+jo —1) =
J m J m

——~— R ——~——
[j1 + 72 - 1] |31]2]1 +jo-1j1+jo—-1) und Jy|j1jaj1+J2—-1j1+j2—1) =0 lasst sich dieser zweite Zustand
bestimmen. Uber J_ erhélt man dann das Multiplett zu j = j1 + jo — 1.
Jeweils fiir das néchst kleinere m gab es einen Zustand in der alten Basis mehr, so dass sich iterativ mittels dieses
Verfahrens bis j = |j; — j2| eine Basis der Dimension [2j; + 1][2J2 + 1] aufspannen lisst:

Hio=H1 @ Ha = Hj1+j2 ® ’HjﬁjQ,l ®...8 H|j1_j2| j1=1 ja=l  j=2 =1 4=0
—~ —~
[Man schreibt 3 ® 3 =

Clepsch-Gordan-Koeffizienten:

Ji+jz
ijedm) = >0 (jimajomz]|jijejm) [jimajame) ,  [jimijame) = >0 > (ijegm|jimagama) [j1jeim)

m=mi+mso j:‘jl_j2‘m:m1+m2

=[(jimijama|jijzim)]t
Die CG-Koeffizienten konnen reell gewihlt werden [= (j1myjama |j1j2jm) = (j1j27m |j1m1j2m2)T}.
Mittels der Leiteroperatoren folgen Rekursionsformeln fiir die CG-Koeffizienten: [(J*=Jte s, J*T = J7|
Chrmy (1 maFL jama | j1jagm) + ¢, (J1maga maFl | jijajm) = (jimajame | Ji |jrjagm) = Cim (J1majama | j1jag mel) .
Als Anfangsbedingung nutzt man (7j; jl Jo jg |J1d2d1 +Jaj1+72) =1

——
ml m2 7 m
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Tensor-Operatoren: [h=1]

Ein skalarer Operator § ist invariant gegen Drehungen [U Drehgruppe € SO(3) oder SU(2), f(U ) die Darstellung im
Zustandsraum): D)ST(U1) =8

Fiir sklare Operatoren gilt: [, j] =0 und auBerdem (jm|S|j'm’) = 8;:0mms (5m|S[jm) :Vm
[man schreibt  (j]]5]]j) ]

Hoherdimensionale Tensoroperatoren T transformieren unter Drehung wie folgt [wobei die Zusténde |jm) so drehen:
L) lim) = e D, lgm') - mit DD] = (G [TU) |jm)):

f(U) TAJJ f‘(U_l) = Z (U)D]{[M, TJ\{I, . [T sind dann die Normalkomponenten|
MI
Es folgt T(U)Tylim) = > D, D) T lim'y [, Ti)=MTi, , [T, T = Sy Tir
M’ m’

Damit sieht man, dass T5, [jm) ein Eigenvektor von .J, ist; also  (jm’| T3, [jm) o< G mens

[T3; |jm) ist aber nicht zwingend ein Eigenvektor zu jQ!]

Aus einer Rekursionsbeziehung analog den Clebsch-Gordan-Koeffizienten folgt das

Wigner-Eckart-Theorem: (Gm|Ti 17'm"y = (Gm|IMF'm’y G1T7||5")
[= (jm|Tili'm’)y =0 falls j ¢ {J+j',...,|J-j'|}]
Da die Normalkomponenten linear mit den kartesischen zusammenhéngen, gilt fiir Vektoroperatoren
B oz GV
(gm|V[im’) = (jm|J|jm') ~———=—
jli+1]

Fir ein Atom im schwachen Magnetfeld [Gesamtbahndrehimpuls i, Gesamtspin §, Gesamtdrehimpuls J=L+ §] mit Basis

der Zusténde |EyLSJM) beziiglich Ho, iQ, 5’2, jz’ J;’ folgt in einem Magnetfeld B = Bé, mit der Lamor-Frequenz
wp, = 248 = L2 B ynd dem Stér-Hamiltonian Hy = wr[L, +28.]:
2m h
3 S[S+1]-L[L+1]

AE = (H)) =hwpgtM , gr = ot 2T+ 1] - Landé-Faktor.

Fiir ein Elektron im wasserstoffihnlichen Atom [Kernladungszahl Z] ergibt sich unter Berticksichtigung relativistischer

pt 2 r .
Effekte in 1. Ndherung [Hyq. ~ _%m%ﬁ] und der Spin-Bahn-Kopplung [Hsp = - % m§c2 [SL]%dﬁi ), o(r) = %] die
—
Thomas-Faktor
Feinstrukturaufspaltung:

Zal?[ 1 .2 [Zal? 2 -12
A-E‘FS:-E‘n[ a] R 1_i 5 En:—mC[ a] s a:i s h:l s 62:[6]
no |j+s; 4n 2 n? c dreg

Beriicksichtigt man aulerdem die Kopplung des Elektronenspins [fic = 5--—¢e3, ge ~ 2] an das Magnetfeld des Kernspins

[ = %gpf , 9p ® 5,585, B=Vx ﬁiﬁf], so erhalt man die Hyperfeinstrukturaufspaltung fiir s-Orbitale [H-Atom-
ghnlich!] zu [Gesamtspin F = S + I]:
2 2
(n00| Hy p [n00) = - — 2 — — Z4F[F +1] - S[S+1]-I[T +1]]

-

>

5(F) = -

Explizit zeitabhingige Storungen:
Im Heisenberg-Bild gilt  H(t) = Hy + V(t) explizit zeitabhingig, |¥,t) explizit zeitabhingig, A nicht explizit

zeitabhingig. Ist V() =0 , so [Zeitentwicklungsoperator U (t,t0)]: |, t) = U(t,t0) |¥,to) = o~ n o[t ~to] [T, to)
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Im Wechselwirkungs-Bild wiahlt man  |[¥g,t) = +EH0[tA_ to] .ty Vi(t) = ot Holt ~to] V(t) o~ nHo[t ~to]
und muss dann die Schrodinger-Gleichung  1h0; ¥y, t) = Vi (¢) [V, t) erfillen.
Fiir den Zeitentwicklungsoperator im Wechselwirkungsbild ergibt sich dann formal
~ 1 t . ~
Or(tito) =1+ — [ty Vi(t) Ot to)
0
Tterativ ergibt sich mit  U{”(t,t0) =1 und U (t,t0) = 1+ & [ dty Vi(t1) UV (t1,t0)
2 . r(n) 17" rt b b - -
Ur(t,to) = lim U;™ (t,t0) = >, [—] f dty dts... f dt, Vi(t1)Vi(te) ... Vi(ts)
n—o0 n=0 ih to to to
N A
=T [e h [to dt'Vi(#) ] - die Dyson-Reihe [rein formale Darstellungsweise].
. . A A A A(tl) B(tz) tl > t2 . .
Mit d Zeitord tor: T[A(t1) B(t2)] = ~ ~ ’ ; t 1 .
it dem Zeitordnungsoperator [A(t1) B(t2)] { B(ts) Atr) <ty er ist linear

S=  lim Ur(tty) heift Streumatrix [sofern 35 und S = §71), |0, = tlir_n [, t), [Pour) = tlim |¥,t) sind die

t—o0,tg—>—

asymptotischen Zustdnde [|¥oyt) = S [Tin) ]

In einer orthonormierten Eigenbasis zu Hy {|n)} ist die Ubergangswahrscheinlichketi von |n) zu |m) dann in erster
Ordnung [Hy [n) = Ep[n) , wmn = £ [Em = En] ; Vian = (m|V |n)]

A
1 t . B . 2
Prm(t)=|=~ [ dt elwmn[t1 —to] Vin (£1)
lh to
L o A 4 SmQ(%Wmnt) 2 . . 2
Fiir V(t) =0(t)V ist [to <0, t > 0] P (t) = YA R [Vinnl™ Wiederkehrzeit 7= ="
w mn

mn

. 27 |~ 2 ..
Es gilt tlim Poom(t) = h—z |an| (wmn)t [ divergiert £], somit fiir die Ubergangsrate

. d 27 |
Fermis goldene Regel: Lhom(t) = EP,Hm (t) = % |an|2 0(Emn)

. . . L2
Auch fiir adiabatische Storungen V' = ' V7 [langsam ansteigend] gilt fiir lir% und . lim Do (t) = 28 |an‘ I(Emn)-
n— 0—>—00

Fiir eine periodische, adiabatische Stérung V' = et [e_im Vo elwt VT] ist die zeitlich gemittelte Ubergangsrate

. . E ™ > 2
lim,  lim | Prom = 3 (Vo[ 8(omn =) +

Streutheorie:

Elastischer AStreuAprochess [< Energieeghaltung] an nicht explizit zeitabhéngigem lf‘otential V(a?) eines freien Teilchens
|®): H=Ho+V [Ho|®)=FE|D), H|V) = E|¥)]. Green’sche Funktion Go : Go[E - Ho]|®) = |P)

1 N
Es bestimmt sich dann  [¢®)) = |®) + ———— V[¥®)) - Lippmann-Schwinger-Gleichung.
E-Hy+ie
—_—
e
1 [, R 1 e:l:ik|f—i',|
Fiir ein freies Teilchen [einfallend] (Z|®) = 3 ehP? erhilt man mit dem Residuensatz G (Z, &) = —— —— v
27h dr |7 - 3]
om otik|T - 2| R
Die Lippmann-Schwinger-Gleichung schreibt sich dann (| \I'(*)) =(Z|®) - T2 dgx'm (| V|w&)
7|Z -

Fiir ein lokales Potential [(# |V ") = V (#')6(Z' - Z")] mit V(Z") > 0 nur fiir |#| = 7' nahe 0 und dem Detektor bei #
mit [Z| =7 > [a=2(23) , [Z-F|~sr-r'cos(a) , === ~ 1] folgt fiir einen elastischen Streuprozess eines

lz-z ~

einlaufenden freien Teilchens zu einer auslaufenden Kugelwelle:
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- —ik'E
(#| w0y = L fikE [ L2y s (s T gy (a9 )
3 \/—3

2T

FOR ) = =2 23 (23 (R |V [0(0)

f(E, k") heiBt Streuamplitude; sie entspricht der Wahrscheinlichkeitsamplitude eines in Richtung & einfallenden Teilchens
auf V nach k" gestreut zu werden.

d or
Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist — dQ = M 2d0 = | fk K )| dQ
dQ |JE1nfallcnd|

[7 £ Teilchenstrom]

Die Born’sche Néherung erster Ordnung ist nun: |[¥(9)) »

L= |
f(l)(f67 EJ) _ 1 2m f B’ ei[kj - ki,].f?’ V(.f?’) «< FT (‘7) (fc _ ]2_1)

4w h? F(0)
- . —pur’ do [ 2mV. 1 ?
Mit 6 = 2 (k, k") und dem Yukawa-Potential V (Z') = V¢ il [Vo <0, L Reichweite]: €I _ | 2nro — .
z iz dQ P2 [2ksin(§)]? + p?

Vi do 1[zze] 1
Im lim mit —2 = ZZ'e> ergibt sich gerade der Rutherford’sche Streuquerschnitt eI ¢ — 9
pn—0 i Ekin Sin (5)

aQ 16
[lir% Verukawa = V00u10mb; Rutherford jedoch klassisch hergeleitet!]
L

Fiir gebundene Zustinde im Yukawa-Potential versagt die Born-Naherung [wahrscheinlich)].

Aufgrund der Vollstandigkeit von { |7c) } und vermittels der Lippmann-Schwinger-Gleichung ergibt sich fiir den Uber-
gangsoperator T'|k) = V |[¥(")) die Vorschrift

PV T
E - Hy+ie
welche sich iterativ 16sen lisst [T =V + VE }} 7).
—Ho+ie
N e N N N ~n-1 .
Es ergibt sich somit FREY =Y F (kK ,mit  fO)(k,E) = - L 22 [2n]? (k’|V[mV] k)

Sphérische Wellen |Elm) kénnen als alternative Basis verwendet werden [Ho |Elm) = E|Elm), [? |Elm) = A21[1+1]|Elm),

iz |Elm) = hm|Elm)] , wobei der Zusammenhang zu Freiraumldsungen |I;) wie folgt ist
7. h h2K? 5 > _k
(k| Elm) = ma( K —E)Ylm(ek) ,Ep =k
(Z| Elm) = \ / 2mkjl(kr)Ylm(er) sphérische Besselfunktion j; ]

Sei nun V = V(r), 0.B.d.A. nun % || &, und Streuwinkel ¢ = < (k, k"), dann ist Partialwellenamplitude
(R K = f(0) = 2[21 +1]f1(k)Pi(cos()) ,mit fi(k) = X (Elm|T|Elm).
k —ilkr-1 :
Fiir |£| > oo sieht man (%] ¥*) - cos(@) s — L - 1) it S = 1421k i (k) = 02101,
V2 =0
fi = %ei o sin(d;), Streuphase d; ]
z Z [2l +1]i jl(k:x)Pl(ekew)
=0
S Vi (60 i (601) = 20 + 1Pl( ) Das optische Theorem besagt [hier V beliebig]
f 4037 AT (ro - 0))
_ Otot = _— =
o - o [l

[sphérische Neumann-Funktionen n;, sphérische Hankel-Funktionen hl(l) =g +ing, hl(2) =g —ing]
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Fiir ein sphérisches [‘7 = V(r)], lokalisiertes [V (r) = 0: 7 > R] Potential V findet man mit der Schrodingergleichung
cl(o)jl(kr) ,T<R
ORI (kr) + PP (k) r2 R

Aus dem Vergleich dieses Ausdrucks mit der obigen Losung fiir |Z| - oo kann man cl(l) = %ei 61, cl(Q)

\Ij(+)(

7T

i [20 + 1] A (kr)Pi(cos(9)) , mit A;(kr) :{

= % bestimmen.
Mit g = r— ln(Al)| , was aufgrund der Stetigkeit auch aus der Innenraumlésung [r < R] bestimmt werden kann,
ergibt sich: tan(6) = kRj)'(kR) - B ji(kR)

" kR (kR) - i (kR)

Fir kleine Energien [E = h;—nk: klein] dominiert die s-Wellen-Streuung [ = 0]; fiir einen Potentialtopf der Hohe Vj
[Vo € R] ergibt sich dann [in 1. Niherung] oo = 4ma® , mit der Streulinge a = —%0
Treten im Potentialtopf V) gebundene Zustédnde auf, so wird die Streuldnge beliebig grofl [Feshbach-Resonanz].

2

Als erste Abschétzung fiir die Bindungsenergie ergibt sich [Potentialradius R « a] dann: FEp = 2ma2

Klein-Gordon-Gleichung: 1 0 0 0 [speziell-relativistisch]
-1
Koordinaten z* = (ct’$17$27{p3)’ Metrik Juv = 8 0 _01 8 s Poincaré-Transformation 2" = Aﬁl’y + a" mit
0 0 0 -1
a = const. € R und g, = gmn ) Ay [Lorentz-Transformation z'* = A¥z"].

Der Abstand d(z,y) = g [® — y]*[z - y]" ist invariant unter Poincaré-Transformationen.

Aus der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung E? = 52¢? + [moc?]?  ergibt sich mit p= (%, p) und der

Korrespondenzregel p,, —ihd, [k="2%, 0=0"0,]:

[0+x%]®(z) =0

h
Fiir die kovariante Stromdichte j* = —Im (90" ®*) gilt 0J,5" =0
mo

1 h
Ist lim j(z)=0:Vt, soist p==;°= 5
|Z]—>o00 C mocC

Fiir ein ruhendes Teilchen gibt es 2 Losungen der Klein-Gordon-Gleichung

®*) ; es wird pe” als Ladungsdichte interpretiert [p € R].

[positiver Energie ® o e~ 1KCt pegativer Energie @ o el Ket),

Antikommutator: {A, B} = AB+ BA ‘

Dirac-Gleichung:

Um nur positive Energien zu erhalten, DGL linear in p°. Da Lorentz-Invarianz gefordert und Skalarprodukt dieses ist:

[P —moc] ¥(z) =0

Aus Lorentz-Invarianz folgt {v*,7"} =2¢*” [Dirac- / Clifford-Algebral; v* miissen matrix-wertig sein [mind. 4 x 4].
[Kleinstmogliche Darstellungsform heit ,,irreduzibel®.]

m
Erfiillt 4* die Dirac-Algebra, so auch 4# = Sy*S~! [S e GL(4,C), ,Spin-Basen-Transformation“] oder 4 = ( IYO PYOM )

Mit o0 = ((1) (1)) und den Pauli-Matrizen: o7 = ((1) (1)), o9 = ((1) _01), o3 = ((1) _01) schreibt man (o) = (6*) =
m
(00,0i) , (0")=(6u)=(00,—0;) und somit die chirale Darstellung ~" = 60“ 00
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P +pd ploip?

09x .
2x2 plarip? PO pd

Dirac-Operator = y#p,, = 3 und somit WeC* ;

p?—p ) -p' +ip? Orss
-pt —-ip* P’ +p? x

U transformiert unter Spin-Basen-Transformation [nicht unter Lorentz-Transformation!] und heifit ,,Spinor®.

Unter Lorentz transformieren dabei p™ = Alip”, 4" = Ay und ¥'(p) = ¥ (p) [= ['y'“p’u - mc] (p')=0];
alternativ formuliert man mit v'* = Sy#*S™1, \i'(g') =S(p) : [V, - mc]\i/(g') =0
0

A
Man findet S = (0 AT—l

) , AeSL(2,C) . Fir 75 =i7%"*y% gilt {y°,7#} =0

Es sei der ,Dirac-konjugierte Spinor* W = W0

Alle kovarianten Bilineare [unter Lorentz-Transformation invariant] sind dann:

s=WUWU [Skalar], j* =Wy U [Vektor], " = W[y" +*]V [Tensor], ¢" = Uysy* ¥ [Axialvektor], PWU~5V¥ [Pseudoskalar].

Mit W= (i) [¢ linkshéndiger, ¥ rechtshindiger Weyl-Spinor € C?] erhélt man aus der Dirac-Gleichung 2 gekoppelte

ofpux = meo

2 x 2-Gleichungen , die im Limes m — 0 entkoppeln.
otpu¢ = mex 1
1 0 PL:§[14X4+’Y5]7 d) 0
In chiraler Darstellung findet man 5 = ( %XQ 1 ); mit 1 ist dann PrW = (0)7 PrV¥ = (X)
—AL2x2
Pg= 5[]14><4 —75]
1 i -
Die Ebenen-Wellen-Losung der Dirac-Gleichung lautet P = ———e 1k 2y, U, [(po,ﬁ) = (%, %k),

V2V E2 + k2

uy, = const. € C4], falls [(v"k, — K]ur =0 . Fiir ein Teilchen in Ruhe ergeben sich jedoch wiederum Spinoren positiver

1 1
[ug = (1) | und Spinoren negativer [uy = 1 | Energie [» Anti-Teilchen)].
0 0

Im elektromagnetischen Feld mit Potential (A*) = (A% A) [A° skalares Potential, A Vektorpotential] und der kovari-
anten Ableitung D), = 9, + 2 A, gilt die Dirac-Gleichung [i) - ]¥ =0

Diese ist invariant unter Phasentransformation [¥' = ene (@) W, A" = Ak — 9\ = [i])' - k]¥’ = 0 ]. Die nach dem
Noether-Theorem korrespondierende Erhaltungsgrofie ist der Strom j*.

Schreibt man die Dirac-Gleichung in die hamilton’sche Form ihd,¥ = H¥ um, so erhilt man

H = ey [py, - gAk] +moc?y’ +eA°. Auch kann man () = {(000 g ) , ( g Uok)} [Dirac-Darstellung] wéhlen.
c —00) \~0k
———
7y - kinetischer Impuls

Fiir kleine Impulse [nichtrelativistisch] und Wechselwirkungen [verglichen mit der Ruheenergie| erhalt man mit

_ i moe® 1 ho - )
U= Ly e i Th ! schlieBlich, dass H = ——72 + eAg — < 5B [Magnetfeld BJ.
_ 2mg 2mgc

erhalt man damit den Landé-Faktor

Fiir ein Spin—%—Teilchen mit S = 5?’16 und dem bohrschen Magneton up = 5
mopcC

20 g=2 [Epag = —jiB, wobei i = gﬂBg]
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>~ dx s a2 e 4
Fresnel-Integral: R R —— ;a>0

oo \/2r a]

Aufgrund der Eigenschaft des Zeitentwicklungsoperators U (tp,ta) = U (tb,tc)U (te,ta), erhdlt man nach Unterteilung
des Zeitbereichs [t,,%5] in N + 1 Schritte der Lange ¢ fiir einen Hamiltonian der Form H(Z,p,t) = T(p,t) + V(&,t) im
Limes ¢ — 0 folgende Formel [1-dimensionall:

Pfadintegrale:

(ot [H 0 [ Lo
I'b,tb xaa / dxn:||: f m]
n=1 m=1 2rh
N+1
mit der Wirkung Sy = Z [Pnl2n — 2n-1] —eH (Zpn,pn,tn)] , falls H bestimmte Bedingungen erfillt [z.B. 1) T
n=1

polynomial in p und V(z) € C* oder 2) H(z,p) zeitunabhéngig und nach unten beschriankt oder ...].

S(=o,i(t))
h

Im klassischen Limes [,Korrespondenzlimes“| mit > 1 erhélt man in zweiter Naherung fiir stationire Pfade

zoi(t) [ =0]

eV N+l dpm i
(w0, tp | Tasta —[ ][Hf 27rh:|

+i27h

d2Sy
dz? x=x0,4

oON (o)

[vgl. Perkeo-Experiment, Aharonov-Bohm-Effekt, ... ]
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