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MOSFET - Metal Oxide Semiconductor Field Effect Transistor Zum Rechnen [z,y € {0,1}] :
QC - Quantum Computer xANDy=x-y,
RSFQ - Rapid Single Flux Quantum rORy=z+y-z-y,
SET - Single Electron Tunneling NOTz=1-=.

Qubit: beliebiges, quantenmechanisches Zwei-Zustands-System [|0), |1)].
Komplexitétsklassen von Algorithmen: P [polynomial], NP [nichtdeterministisch polynomial], NP-C [NP-vollstidndig]

QC: Parallelismus durch Superposition mehrer Qubits; Algorithmen mittels unitarer Transformationen U [UU t= 1].

klassische Informatik:

Zur Verkniipfung von E Eingéingen mit jeweils e verschiedenen moéglichen Zustdnden mit A Ausgéngen mit jeweils a

E
verschiedenen moglichen Zustédnden ergeben sich [aA][e ] paarweise unterschiedliche Moglichkeiten. a? ist dabei die

Anzahl unterschiedlicher Ausgangs- und e” die Anzahl unterschiedlicher Eingangszustéinde.
[Fiir Bits a = e = 2.]

Fir klassische Gatter muss man Werte kopieren kénnen und braucht NAND-Gatter.
xANDy = [tNANDy|NAND[z NANDy] , 2ORy=[zNANDz]NAND[yNANDy] , NOTz=2NANDz.

Zur Erstellung eines Algorithmus’ aus seinen Funktionswerten:
- Kanonisch disjunktive Normalform (KDNF): Disjunktion von Konjunktionsthermen [ \/ /\( )zij .

- Kanonisch konjunktive Normalform (KKNF): Konjunktion von Disjunktionsthermen | /\\/( )Tij ).

reversible Gatter: eindeutig von Ausgabe auf Eingabe schliebar. [» injektiv]

Nach Landauers Prinzip setzt jede irreversible Operation [Entropieverringerung] Energie frei [Groflenordnung mindestens
kpT1n(2)]. Jede irreversible Funktion kann reversibel gemacht werden [( z ,00. O) - ( z , f(x))].

——
n— blt m— b1t n- b1t m—bit
n
Von den [2"]?" unterschiedlichen n- zu n-bit Funktionen sind nur [2"]! reversibel.

(¢) - control-Bit, (t) - target-Bit

CNOT - 2 Bits [1 (¢), 1 (¢)] und (¢) flippt nur, wenn (c) 1 ist.
[(z,y) > (2,2 XORy)]

Toffoli-Gatter: C2NOT - 3 Bits [2 (¢), 1 (¢)] und (¢) flippt nur, wenn beide (c) 1 sind.
(z,y,2) = (z,y,[r AND y] XOR z)]

Fredkin-Gatter: CEXCHANGE - 3 Bits [1(¢), 2 (¢)] und (¢) tauschen nur, wenn (c) 1 ist.
[(z,y,2) = (2,[[NOT 2] AND y] OR[z AND 2], [[NOT 2] AND z] OR[z AND y])]

Quantenmechanik:

wichtigste Begriffe:

Hilbert-Raum #H4, Dimension d, Zustéande |¥) [ket], (¥| [bra], Normierung (¥ |¥) = 1, orthonormierte Basis [ONB]
{lg)} mit (g|q’) = d4¢ und Hg4 = span({|q) }), Normaloperator @ mit Q|g) = ¢q|g), hermitescher Operator H = HT,
Projektor P, = |q) (q|, Vollsténdigkeit 14 = 3, P,, unitdrer Operator Ur=uU-'

Dynamik eines QM-Systems:
Schrédinger-Gleichung i h% |¥) = H|¥), fir 9 H = 0 und Eigenwerten e; von H ist der unitére Zeitentwicklungsoperator

U = etht und |\I/(t)> = U|\II(O))
Messung;:
QIY) = X, QFP;|¥) = ¥,q(q|¥)|g) mit der Wahrscheinlichkeit der Messung des Zustandes |q) jovg|”, Mittelwert

——
Qq

(A) = (T[|A|T) =5, qlag|’, Varianz ([A- (4)]?) >0.

Kommutator [a,b] =ab-ba ; Antikommutator [a,b], = ab+ba
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1 Qubit-System:
2-Niveau Quantensystem [z.B. Spin-1-Teilchen], Hilbertraum H> mit ONB {[0), [1) }.

Matrixdarstellung: |0) = ((1))’ 1) = ((1)) 2 /
o, = NOT, Hadamart-Gatter H = 7[0.75 +02]

wichtige Operatoren:

clementar: P, = [0) <0|:((1) 8),P1:|1> <1|=(8 (1))7o+=|0> <1|=(8 (1))’0—:”) <0|:((1) 8)

kombiniert: ]l:P0+P1:((1) (1)),0$:0++0_:((1) é),ay:i[a_—a+]:(? _Ol),UZ:PO—Plz((l) _01)

—— —— ——— —— —
copy bit-flip bit-flip mit phase-spread phase-spread

o ; t
Mit dem Spin-Hamiltonian H, =-B§=-2B,0, ist dann U(t) = o Badas _q cos(Baz) + 04 isin(Bas)

2 Qubit-System:

Zustinde aus zwei Hilbertraumen HA, HE mit ONB {|0#)},{|¥E)} sind separabel, falls |V 45) als Produktzustand
Wag) =) [ vt ][5, \\Ilf)] darstellbar ist. Sonst heifit der Zustand verschrénkt.

i,j
Bei separablen Systemen gilt (M) =tr (Mp) mit dem Dichteoperator p = |¥) (¥ |; dabei ist p positiv [hermitesch,
(plple) 0], tr(p) =1, p*=p o =p , reiner Zustand
Bei verschrankten Systemen ist p positiv [also hermitesch], tr (p) = 1 aber P , verschrankter Zustand

p? # pund tr (p2) <1

Konkurrenz:
Fiir |x) = «|00) + 8]01) ++|10) +d|11) [normiert auf 1] definiert man C' =2Jad -] . Esist 0<C <1 und fir
separable Zustdnde C = 0 und fiir ,,maximal verschrénkte“ Zusténde C = 1.

Bell-Zustéande:
.
Blochkugel: ) = \/1§[|00> + [11)]
. . S 1 ~ =—=[|01) = |10
Bloch-Vektor P e R? fiir ein 1-Qubit-System; es ist |P| < 1; Dichteop. p = 5[]1 + Pg] . [12) \/§[| ) [10)]

1 o
Die EW von pl+) = A|x) sind Ai:§[1i|P|:| .

sin(0) cos(p)
Fiir einen reinen Zustand ist P = | sin(0) sin(y) |,

COS(Q?F .
e =1, 1) = (cos(g)e_lwz) baw, b=l ) = (—sin(g)el_;z)

sin(g)elf cos(%)el§

I3| =1 und die Eigenwerte und Eigenvektoren sind [p|+) = py [£)]:

Bei maximaler Verschriinkung [fiir alle Bell-Zustinde] ist pa =trp (|¥) (¥|) =11 =pp

~ 12

Reinheit: n=2tr (pQ) _1 _ |P| _ { =0 , maximal gemischter Z.

=1 |, reiner/separabler Z. =C=1-n
[Beim Ubergang P — —P gehen auch die EV gemifl |+) — |¥) iiber.]

Zustdnde auf der Oberflache der Blochkugel sind rein, Zustédnde im Innern verchrénkt. Zustéinde im Ursprung sind
maximal verschrankt.

Paritatsoperator: 04,08, [ca, 0B, |Ps) = |Ps), 04,08, V) = —|P.)]

Vorzeichenoperator: o4 0p, (04,08, |Ps) =£|Ps), 04,08, |Vs) =+ |T.)]

2k+1

or =0l +ie, . =9%ie. 3 :oo_lk . :°°_1kx7
730k =0k +igjuon s [05,00] =2icjuor, cos(@) = ¥ (-0 s sine) = 3 (U

tr (ab) = tr (ba) .
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Bellsche Ungleichung:
Es sei [|fi| = || = 1] P(ii,+) = 3[1 +76] und [¥_) der entsprechende Bell-Zustand. Dann ist (¥_ |76 [V_) =0

op|U_) =-04|¥_) und (U_|Pa(n,+)Pp(m,+)|V_) = i[l -nm] . [Es ist P(7,+) = P(-n,-)!]
0 § _§
Wahlt man als Messachsen 711 = (0) =-mq, Ng = ( 0 ) =—-mo und 73z = ( 0 ) = —mg und bestimmt die Wahrschein-
1 _1 _1
2

2
lichkeit der gleichzeitigen Messung in 2 Achsen p(i,j) = (V_ | Pa (i, +)Pa(mj, =) |V_) + (V_ | Pa(71;, =) Pa(mj, +) |¥_),
3
so sieht man, dass p(1,2) +p(2,3) +p(3,1) = 1 [7] .
Klassisch wéare p(1,2) +p(2,3) +p(3,1) = 2 [?]; mit Experiment jedoch ersteres bestitigt!

No-Cloning Theorem:

Kopierbare Zustédnde sind identisch oder orthogonal.
[|®), [T) eH, VD) :U|D,2) = |@,D) = (®| V) =(P,2|V,2) = (®,2|UU|V,2) = (®,&|T,T) = [(®| V)] € {0,1}]

Mehr-qubit-Operationen:

r (o is 1 0
5-Gatter: T-dsll-o:]_gig|e °® -Oz = iz ) unitér  [UT = U]
0 el 8 0 e 4
Allgemeine Rotation um eine Achse in Richtung 7% um den Winkel §: R (0) = el0nd [unitér]
) e_ig S(2) _ (sin(8) cos(¢)
Blochvektor P =(¥|5|V¥) , reiner Zustand auf Blochsphére |+,6, ) = e (92) mit P = [ sin(@) sin(¢p) |-
e 2sin(;
2 cos(0)

Allgemeine unitiare Matrix: U = el Re.(B)Re,(v)Re.(6)
durch Beriicksichtigung der Phase entspricht eine Drehung um ¢ auf der Blochkugel 2 im Realraum.

Mit A= R (DBe, (D) | B=Re(-DRe(-2-2) | C=Re(0-2) it U=c®A0,B0,C wd ABC=1.

1 0
c 0 )

Oder z.B. C?U [mit U =V? und VT = V! unitér]:
T
t%% v—_v]

Matrixexponential:

cXORt

X _ °°Xj

T T * *
Dabei gilt [a,b € R]: €% = 1,,,, X DX _ e[aer]X7 [eX] =X , [eX] =X , det (eX) = ot (X) und falls

[X,Y]=0 gilt X HY _ XY [sonst Baker-Campbell-Hausdorff-Formel].

Sei X € C™", dann ist das Exponential von X e

Mit den Pauli-Matrizen o1, 02, 03 [6 = (04,04,0.)"] , mit o9 =1, 7 € R? [[fi| = 1] und a € C gilt somit:

oo [: . ==k ) s = =72n 2n+1 oo 2n oo 2n+1
iang [iand] [iand] [ianc] a o a o .
= = =1 -1 - = ] 1 3
¢ kzzo k! EO 2] o+l EO[ L P TR Zz "Tnaay T es(@t+isin(a)io
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Universeller Satz von Quantengattern:

Jede unitéire Transformation kann auf folgende Quantengatter zuriickgefiihrt werden: CNOT, g-Gatter, Hadamard-G.

1 0 0 O .
o100 _iT[l-o.]_ixfet® 0} (1 O oL (b
CNOT =145 ¢ o 1] T=e? _es( 0 o5/ \o ea)’ H=Zloerol=71 )
0 01 0
Denn:

1. Jede unitdre Operation kann exakt als Produkt ,einfacher” unitdrer Operationen dargestellt werden, die jeweils nur
auf die Basiszustinde des Hilbertraumes wirken.

2. Irgendein unitérer 2-Niveau-Operator kann durch Einzel-Qubit- und verallgemeinerte CNOT-Gatter ausgefiihrt
werden.

3. Einzelqubitoperationen kénnen mit beliebiger Genauigkeit durch H und T approximiert werdem.

Quantencomputer und -algorithmen

5 natiirliche Grundsétze [nach DiVincenco, 2001]: 1. Wohldefinierte Qubits nétig. System skalierbar.

2. Initialisierung eines wohldefinierten Anfangszustands.
3. Lange Dekohérenzzeit des Gesamtsystems.
4. Universeller Satz von Quantengattern.

5. Qubit-selektives Auslesen.

Deutsch-Algorithmus:

Initialisieren [01) und nutzen Uy [Uy|z,y) = |z,y ® f(z))], dann ist
) = HoUpH,H,[01) = 51f(0) @ £(1)) ® [1£(0)) - [1 & £(0))]
und somit mit (0| unterscheidbar, ob f(z) = const. [|¥) = |0) ®...] oder balanciert [|¥) = |1) ®...].

Deutsch-Josza-Algorithmus:

n
Verallgemeinerung des Deutsch-Algorithmus auf n Dimensionen [f(Z), wobei f : B? - B! mit B = 0, 1], wobei H; = H H;:
i=1

|W) = H;U;HzH, |0,1)

und dann mit (0| f(2) = const. [(0| ® %[((ﬂ ~(1]]]|¥) = +1] und f(&) balanciert [[ (0] ® %[((ﬂ -(1|1]11¥) =0]
unterscheidbar.

Quantenfouriertransformation ist mit O(n?) wesentlich schneller als die klassische diskrete FT mit O(2"n).

RSA-Verschliisselung wére mit Quantencomputern wesentlich schneller zu knacken [— Shor-Algorithmus].

Grover-Suchalgorithmus:

Zur Suche in unstrukturierter Datenbank [V = 2™ Elemente, M Suchlésungen| mit Orakelfunktion f(z) = { (1) ,:OII;;)tsung
Ut le,y) = v,y @ f(2))], Ho = [ Hi und |go) = J5[10) - [1)] = H1):

i=1
Es gilt Uylz,q0) = [-1)7® |2, go)
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Initialisierung des Systems zu

0) = [H, o 1 ][[0) @ a0} ] = —— 3" |2} ® Jao) = [/ >l L zl F@)]lz) + —z (@)]z) ] ® |g0)
N N UN-M & VN &

=0
= [COb( ) |O¢> + bln( ) |ﬁ) ] ® |q0) =:cos(§) ungesuchter Anteil =:|a) =sin(§) gesuchter Anteil =:|3)

@) [= 6= 2arcsin(\/¥) ~ 2\@}

Mit dem Graver-Operator G = [[Hy[-1+2|0) (0|]H:]® 11]U; =[[2]|®) (®| -1]® 1,]Uf
=[[I1®) (2] - [1n - [®) (®[]] © 11]Uf = [[Pla) — Pley.] © 11]Uy

sieht man nach k-facher Anwendung auf |¥) dann |¥) = G* ) = [ cos(ZEL0) o) +sin(2520) |B) | @ |qo)
Dabei 2519 =7 einzig der gesuchte Teil iiberbleibt [|¥)) = |8) ® |qo)], ergibt sich fir M « N : k'~ (/2% | [= (9(2%)]

Die Fehlerwahrscheinlichkeit betrigt p = cos?(25t10) » & « 1 fiir M < N.

16) ® lq0)
G|¥)
/’ [¥)
/ o :
! 0 }
| 29 : o) ® |q0)
| [-1] 2 !
\\ | \P
. Plgy Uy |0) £1%)
| PiayUy |¥)




